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وَفِي  )٢٠( وَفِي الأَْرْضِ آياَتٌ لِّلْمُوقِنِينَ ( ١٩لِّلسَّائِلِ وَالْمَحْرُومِ (وَفِي أَمْوَالِهِمْ حَقٌّ  

فـَوَرَبِّ  )٢٢( وَفِي السَّمَاءِ رِزْقُكُمْ وَمَا توُعَدُونَ  )٢١( تُـبْصِرُونَ  أَفَلاَ  ۚ◌ أَنفُسِكُمْ 

  )٢٣( مِّثْلَ مَا أَنَّكُمْ تنَطِقُونَ السَّمَاءِ وَالأَْرْضِ إِنَّهُ لَحَقٌّ 
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۱ 

 المقدمة

تطبیق المشتقة. وموضوع ھذه  لأبحاثوكذلك  للأساسیاتبالنسبة  الاھتمام مجال مثلت  sigmoidدالة ال 

لاثنین من منظور وضائف ھذه الدوال في العلوم الاساسیة . كذلك ھي ذات اھمیة خاصة في الدالة یمثل كلا ا

، دالة  تحدیدا. بشكل اكثر  ونظریة الاحتمالات، التحلیل الحقیقي  المجالات المجردة مثل نظریة التقریب

) ، نظریة المجموعة Hausdorffھي موضوع اھتمام في تقریب ھاوزدورف ( )sigmoidالسیني (

 ............ الخ .)impulsiveالغامضة، دوال التوزیع لتراكمي ، دوال الاندفاع (

)وجدت مكانھا في العدید من مجالات sigmoidمن وجھة نظر الریاضیات التطبیقیة والنمذجة دوال السیني (

التطبیقات ، دینامیكیة السكان، الحیاة والعلوم الاجتماعیة والفیزیاء والھندسة ، وعلى سبیل المثال لا الحصر 

الشبكات العصبیة الاصطناعیة ، واشارة ومعالجة الصور ، تقنیات تغذیة الھوائي والمالیة والتأمین . قد یجد 

العدید من الافكار لكتابة برامج خاصة  ع ھذه الدوال بعض مھارات البرمجة الحاسوبیةالقارىء لموضو

 .) sigmoidلتشغیل الرسومات من مختلف دوال السیني (

عى من خلال تبیان ان دالة الذي اد Mocanu الباحث  أولا)نتذكر sigmoidولغرض دراسة دالة السیني (

)Bernoulli  بالشكل (𝑣(𝑧) = ۱
𝑒𝑧−۱

𝑢التي تكون تحلیلیة داخل القرص   = {𝑧 ∈ 𝐶: |𝑧| < ۲𝜋}  مع

𝑓(𝑧)تمثیلھا كمتسلسلة  = ۱ − 𝑧
۲

+ ∑ 𝐵۲𝑛
(۲𝑛)!

𝑧۲𝑛∞
𝑛=۱  حیث𝐵۲𝑛  ھي اعداد برنولي ، وھي محدبة في𝑢 . 

 .بعدھا الباحث 𝑣(𝑧)بین نصف قطر التحدب لمعكوس دالة برنولي   Serbفیما بعد ، 

 Fadipe-Joseph et al.  درس دالة السیني𝑔(𝑧) = ۲
۱+𝑒−𝑧  وبینا ان𝑅𝑒{𝑔(𝑧)} > ۰ 

𝑅𝑒{𝑔′(𝑧)} و > 𝑢في القرص    ۰ = {𝑧 ∈ 𝐶: |𝑧| < ۱} ⊂ 𝑢𝑠 = {𝑧 ∈ 𝐶: |𝑧| < 𝜋
۲
وكذلك تم  {

𝑔(𝑧) حساب متسلسلة دالة السیني  بالشكل  = ۱ + ∑ (−۱)𝑚

۲𝑚
∞
𝑚=۱ �∑ (−۱)𝑛

𝑛!
𝑧𝑛∞

𝑛=۱ �
𝑚

وتم حل بعض  

 مسائل المعاملات لتلك الدالة .

فصلین . الفصل الاول احتوى على تعارف وخصائص ونتائج اساسیة . اما الفصل الثاني بحثنا ھذا تضمن 

فقد تضمن بعض التطبیقات لدوال السیني في المستوى الحقیقي والمركب وكذلك تكلمنا فیھ عن كیفیة اشتقاق 

 دالة السیني .

  

 

 



۲ 

 الفصل الاول

 )۱.۱البند الاول (

 .) الدالة القابلة للاشتقاق۱.۱.۱تعریف (

 تعرف بالشكل :  fدالة مركبة فأن مشتقة الدالة     fلتكن 

f ˈP(Ƶ𝑜) = lim𝑧→𝑧𝑜
𝑓(ƶ)−𝑓(ƶ𝑜)

ƶ−ƶ𝑜
                             

 اذا كانت غایة الطرف الایمن موجودة  ƶ𝑜قابلة للاشتقاق عند النقطة  fو تسمى 

 

 ) ۱.۱.۲أمثلة (

۲ƶ ۱الدالة المركبة    -۱
۲ 

 f(ƶ) = ƶ۳ +   قابلة للاشتقاق عند كل₵∈Ƶ  

 
f (ƶ ) =  𝟏     الدالة المركبة   -۲

ƶ
  Ƶ\{۰}قابلة للاشتقاق عند كل  

 
 

 ) الدالة التحلیلیة۱.۱.۳تعریف (

     Ƶ𝑜تسمى دالة تحلیلیة عند  Ƶ بالمتغیر المركب  fالدالة  

    Ƶ𝑜اذا كان لھا مشتقة عند كل نقطة تقع عند بعض الجوار عن النقطة 

 

 )  ۱.۱.٤( أمثلة

۱- f (Ƶ)= eƵ  دالة تحلیلیة عند كل نقاط المستوي المركب 
 

     Ƶ𝑜 = ۰دالة تحلیلیة عند كل نقاط المستوي المركب ماعدا     f (Ƶ)= log Ƶالدالة   -۲
              

 
 

 



۳ 

 ) متسلسلة تایلور۱.۱.٥تعریف (

 Roو نص���ف القط���ر  Ƶoب���المركز  Ro< ǀƵ+Ƶoǀ  دال���ة تحلیلی���ة خ���لال الق���رص f ل���تكن 
 لھا متسلسلة قوى تمثل بالشكل :   fفأن 

𝑓(Ƶ) = � 𝑎𝑛 (Ƶ − Ƶ𝑜 )2 
∞

𝑛=0
 

)Ro <  ǀ Ƶ+Ƶo ǀ(               n=۰,۱,۲ ….            an = 𝑓𝑛(Ƶ0)
𝑛!

  

 

 تقع بالقرص المفتوح  Ƶعندما    𝑓(Ƶ)و ھذه المتسلسلة تتقارب الى 

  و یمكن كتابتھا بالشكل :   Ƶ𝑜و ھذه المتسلسلة تسمى متسلسلة تایلور حول نقطة 

𝑓(Ƶ) = 𝑓(Ƶ𝑜 ) +
𝑓ˈƵ𝑜 

1!
(Ƶ − Ƶ𝑜 )  +

𝑓ˈˈ(Ƶ𝑜 )
2!

(Ƶ − Ƶ𝑜 )2  + ⋯   

) Ro<  ǀ Ƶ+Ƶo ǀ(  

 فأننا نحصل على متسلسلة ما كلورین والتي تكتب بالشكل    Ƶo = ۰و عندما     

𝑓(Ƶ) =
𝑓ˈ(0)

1!
(Ƶ)  +

𝑓ˈˈ(Ƶ𝑜 )
2!

(Ƶ)2  + ⋯   

)Ro <  ǀƵǀ(        

 

 )۱.۱.٦أمثلة (

 ھي:    ۲ƶ . 𝑒۳Ƶ =f (ƶ )متسلسلة تایلور للمعادلة        -۱

𝑓(Ƶ) = �
3𝑛Ƶ𝑛+2

𝑛!

∞

𝑛=0

 

|ƶ|  <  ∞ 

 
 

 



٤ 

𝑓(ƶ)متسلسلة ماكلورین للدالة    -۲ = ۲ cos ƶ              

 

𝑓(ƶ) =  �
(−۱𝑛)ƶ۲𝑛+۱

(۲𝑛)! 

∞

𝑛=۰

      (|ƶ| < ∞ )              

 

 

 

 ) الدالة وحیدة القیمة ۱.۱.۷تعریف(

   (univalent)تسمى الدالة المركبة دالة القیم المركبة دالة وحیدة التكافؤ 

 . Ƶ۱ ≠ Ƶ۲بالنسبة     Ƶ۱, Ƶ۲ ∈ U    ،f (Ƶ۱) ≠f (Ƶ۲)اذا كان لأي 

 )  ۱.۱.۸مثال (

𝑓(ƶ) = Ƶ
(1 − Ƶ)2 � = Ƶ + � 𝑛ƶ𝑛

∞

𝑛=2

 

 ) ۱.۱.۹تعریف (

  → C           f:Dمجموعة جزئیة غیر خالیة الدالة التحلیلیة        D ⊂ Cلتكن   

  f(ƶ) = Wاذا كانت المعادلة     P   (P-Valent)تسمى متعددة التكافؤ من الرتبة 

 موجودة بحیث ان المعادلة      W و بعض   Dمن الجذور في   Pلھا على الاكثر 

f(ƶ) = W  لھا بالضبطP   من الجذور فيD . 

 

 ):۱.۱.۱۰مثال (

۱- f (ƶ)  =  log ƶ            ھي دالة متعددة القیم 

۲- f (ƶ)  = √ƶ                ھي دالة متعددة القیم 

 

 



٥ 

 )۱.۲البند الثاني (

 ): ۱.۲.۱تعریف  (

ھي دالة مقیدة قابلة للاشتقاق و دالة قیم حقیقیة و معرفة لكل القیم  (sigmoid)دالة        

 الحقیقیة و مشتقاتھا لیست سالبة عند اي نقطة.

 

 )۱.۲.۲مثال (

e r f (√𝜋
۲

ᵡ) = ( 𝑛
�۱+𝑛۲

)  

t a n h (ᵡ) = ۲
𝜋

  arc tan (𝜋
۲
ᵡ) 

۲
𝜋

  g d (𝜋
۲
ᵡ) = ×

۱+|×|  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



٦ 

 

):۱.۲.۳ملاحظات (  

    sigmoidخواص الدالة  

 ھي دالة رتیبة -۱

 لھا مشتقة اولى ھي عبارة عن شكل كرة  -۲

→×زوج محاذیات افقي      constrained sigmoidدالة   -۳ ±∞ 

 )۱.۲.٤امثلة (

(×)𝑓بالصیغة              logistic    دالة  -۱ =  ۱
۱+𝑒−۱    

 المماس الزائدي -۲

 shifted and scared version of the logistic function above 

                           𝑓(𝑥) = tan ℎ𝑥 =  𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 

 

 دالة الظل تمام العكسي بالصیغة  -۳

                                    𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐 tan(𝑥) 

 

 دالة الخطأ  -٤

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑟 𝑓(𝑥) =  
۲

√𝜋
 � 𝑒−𝑥۲

𝑥

𝑜

𝑑𝑡 

 :بالشكل   andermannionدالة  -٥

𝑓(𝑥) = 𝑔𝑑(𝑥) =  �
۱

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡
 𝑑𝑡 = 𝑧𝑎𝑟𝑒 tan(tan ℎ 

𝑥
۲

  
𝑥

۰
 

 

 



۷ 

 بالصیغة :  (gendermanion logistic)دالة   -٦

    𝑓(𝑥) = (۱ + 𝑒−𝑥)−𝛼           , 𝛼 >   ۰            

 

 بالصیغة:  (smoth step)دالة الخطوط الملساء  -۷

𝑓(𝑥) = �(
۱

۰

۱ − 𝑥۲) 𝑑𝑥                 |×| ≤ ۱    

    

 بعض الدوال الجبریة مثل : -۸
 

                                𝑓(𝑥) =  𝑥
�۱+𝑥۲

      

 
 

 )۱.۲.٥ملاحظة (
 

   یك���ون دال���ة  (bump – shaped)التكام���ل لأي دال���ة مس���تمرة، لیس���ت س���البة   

(sigmoided)   و علی����ھ التوزی����ع للعدی����د م����ن التوزیع����ات الاحتمالی����ة المش����تركة ھ����ي

(sigmoidedat)   واح����د تمث����ل ھ����ذا المث����ال ھ����ي دال����ة الخط����أ و ھ����ي تتعل����ق بدال����ة

 للتوزیع الطبیعي.   (cumulation)التوزیع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



۸ 

 )۱.۳البند الثالث (

 بالعقدي  sigmoid) دالة ۱.۳.۱تعریف (

  x, yحی��ث    Ƶ= x + iyھ��ي دال��ة مقی��دة قابل��ة للاش��تقاق و دال��ة ق��یم مركب��ة حی��ث  

 و مشتقاتھا لیست سالبة عند أي نقطة. Ƶمتغیرات حقیقیة و معرفة لكل قیم  

 

 )۱.۳.۲مثال (

𝑔(ƶ)دالة مركبة معرفة بالشكل          g(ƶ)لتكن   =  ۲
۱+𝑒−ƶ 

 

�𝑅𝑒�𝑔(ƶ)نلاحظ ان     > ۰   ،𝑅𝑒 �𝑔ˈ(ƶ)� >  في القرص  ۰

𝑢 = {Ƶ ∈ 𝑐ḷ |ƶ۰|  < ۱  ⊂  𝑢𝑠 = {Ƶ ∈ 𝑐ḷ |ƶ|  < 𝜋
۲

       

 

 

 )۱.۳.۳تعریف(

 معرفة  بالشكل :    sigmoidدالة   G(Ƶ)لتكن  

  𝐺(ƶ) =  ۱
۱_𝑒−ƶ                    ,        Ƶ ∈ 𝐶            

 دالة تحلیلیة في القرص  G(Ƶ)فأن 

     𝑈𝑠 = {Ƶ ∈ 𝐶 ;   |Ƶ| <  𝜋               

 

 

 

 

 

 



۹ 

 ني الفصل الثا

 البند الاول

 )بعض الخواص التحليلية لدالة الاشارة(

 )۲.۱.۱نتیجة (

:𝐻لتكن الدالة  ℂ۲ → ℂ   تحقق الشرط𝑅𝑒{𝐻(𝑖𝑠, 𝑡)} ≤  ولكل  s،لكل عدد حقیقي مثل  ۰

𝑡 ≤ − 𝑘�۱+𝑠۲�
۲

 , 𝑘 ∈ 𝑁   فاذا كانت الدالة𝑝(𝑧) = ۱ + 𝑝𝑘𝑧𝑘 +  وكان  𝑈دالة تحلیلیة في  ⋯

 𝑅𝑒�𝐻�𝑝(𝑧), 𝑧𝑝′(𝑧)�� > 𝑧حیث  ۰ ∈ 𝑈  فان𝑅𝑒{𝑝(𝑧)} > . حیث   ۰ 𝑧 ∈ 𝑈 

 )۲.۱.۲نتیجة (

,ρلتكن  𝛾 ∈ ℂ وρ ≠ (𝑅𝑒�ρℎ(𝑧). اذا كان  h(۰)=cولتكن   و  ۰ + 𝛾� > 𝑧 و ۰ ∈ 𝑈  الحل ، فأن

𝑞(𝑧)     للمعادلة التفاضلیة  + 𝑧𝑞′(𝑧)
𝜌𝑞(𝑧)+𝛾

= ℎ(𝑧) , 𝑧 ∈ 𝑈 ; 𝑞(۰) = 𝑐           تحلیلیة في 𝑈    وتحقق

(𝑅𝑒�ρ𝑞(𝑧)المتباینة المعطاة بالشكل  + 𝛾� > 𝑧 و ۰ ∈ 𝑈 . 

 

 )۲.۱.۳مبرھنة (

𝑓(𝑧)لتكن  = log (۱ + 𝑒𝑧) و 𝑧 ∈ 𝑈اذا كانت ، 

𝑅𝑒 �۱ + 𝑧𝜒′′(𝑧)
𝜒′(𝑧)

� > −𝛿 … … … …  ، حیث (۳.۱)  ..

 𝜒(𝑧) = 𝐹(𝑧) + 𝑧
𝜍

𝐹′(𝑧)  حیث𝜃𝜃 ∈ (− 𝜋
۲

, 𝜋
۲
𝑧و ( = 𝑟𝑒𝑖𝜃  ،𝜏𝜏 > ۲δ > محدبة في  𝐹(𝑧)، فأن  ۰

𝑈 . 

 البرھان 

(𝑧)∅لتكن  = ۱ + 𝑧𝐹′′(𝑧)
𝐹′(𝑧)

= ۱ + 𝑧
۱+𝑒𝑧  نرید ان نبرھن ان ،𝑅𝑒{∅(𝑧)} > 𝑧حیث  ۰ ∈ 𝑈 . 

𝜒(𝑧)بما ان  = 𝐹(𝑧) + 𝑧
𝜍

𝐹′(𝑧)  و𝜒′(𝑧) = (1 + 1
𝜍
)𝐹′(𝑧) + 1

𝜍
𝑧𝐹′′(𝑧) ، 

۱ +
𝑧𝜒′′(𝑧)
𝜒′(𝑧) = ∅(𝑧) +

𝑧∅′(𝑧)
∅(𝑧) + 𝜍𝜍 = ℎ(𝑧) … … … . . (۳.۲) 

 



۱۰ 

𝑅𝑒{ℎ(𝑧)) + 𝛿} > ۰ … … … … 𝑧حیث  (۳.۳)   .… ∈ 𝑈 . 

∅) لھا الحل ۳.۲( المعادلة التفاضلیة )۲.۱.۲النتیجة (من  ∈ H(u)  حیثℎ(۰) = ∅(۰) = ۱ . 

,𝐻(𝜗لتكن  𝜂) = 𝜗 + 𝜂
𝜗+𝜍

+ 𝛿  حیث𝜍𝜍 > δ > ۰  . 

,𝑅𝑒�𝐻�𝜙(𝑧)الان ، ومن  𝑧𝜙′(𝑧)�� > ۰ ، 𝑧 ∈ 𝑈  نحتاج ان نبین ان ،𝑅𝑒{𝐻(𝑖𝑠, 𝑡)} ≤  حیث  ۰

  𝑠 ∈ 𝑅, 𝑡 ≤ −(۱+𝑠)
۲

,𝑅𝑒{𝐻(𝑖𝑠وبما ان  𝑡)} = −𝜏(۱+𝛿۲)
۲(𝜏۲+𝛿۲)

+ 𝛿 ≤ −𝜇(𝜏,𝑠)
|𝜏+𝑖𝑠|  حیث 

𝜇(𝜏𝜏, 𝑠) = (𝜏𝜏 − ۲𝛿)𝑠۲ − �۲𝛿𝜏𝜏۲ − ٤𝛿۲𝜏𝜏�𝑠 + 𝜏𝜏۳𝛿۲ − ۲𝜏𝜏۲𝛿۳ = (𝜏𝜏 − ۲𝛿)(𝑠 − 𝛿𝜏𝜏)۲ 

𝜏𝜏بما ان   > ۲δ > ۰  ،𝜇(𝜏𝜏, 𝑠) ≥ 𝑅𝑒{𝜙(𝑧)}نستنتج ان  )۳.۱.۱من النتیجة ( ۰ > 𝑧 و ۰ ∈ 𝑈 . 

 

 )۲.۱.٤مبرھنة (

𝐺(𝑧)لتكن  = ۱
۱+𝑒−𝑧  فان .𝐺(𝑧)   دالة نجمیة في𝑈 . 

 البرھان 

𝐺(𝑧)لتكن  = ۱
۱+𝑒−𝑧 فان ، 

          𝑅𝑒 �𝑧𝐺′(𝑧)
𝐺(𝑧)

� = 𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜗+𝑖𝜗𝑠𝑖𝑛𝜗
۱+𝑖۲+۲𝑖𝑐𝑜𝑠𝜗

… … … … … ..     (۳.٤) 

𝜗حیث  = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝜃  ،𝑖 = 𝑒𝑐𝑜𝑠𝜃  ،− 𝜋
۲

< 𝜃𝜃 < 𝜋
۲

−. بما ان  𝜋
۲

< 𝜃𝜃 < 𝜋
۲
𝑅𝑒فان     �𝑧𝐺′(𝑧)

𝐺(𝑧)
� > ۰ . 

 )۲.۱.٥مبرھنة ( 

𝐺(𝑧)لتكن  = ۱
۱+𝑒−𝑧  فان .𝐺(𝑧)   دالة محدبة في𝑈 . 

 البرھان 

 �۱ + 𝑧𝐺′′(𝑧)
𝐺′(𝑧)

� = �۱ − 𝑧 + ۲𝑧
۱+𝑒−𝑧� = ۱ − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝜃 + ۲(𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜗+𝑖𝜗𝑠𝑖𝑛𝜗)

۱+𝑖۲+۲𝑖𝑐𝑜𝑠𝜗
 

𝜗حیث    = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝜃  ،𝑖 = 𝑒𝑐𝑜𝑠𝜃  ،− 𝜋
۲

< 𝜃𝜃 < 𝜋
۲

−. بما ان  𝜋
۲

< 𝜃𝜃 < 𝜋
۲
   ، 𝑐𝑜𝑠𝜃𝜃 ≤  و ۱

 𝑅𝑒 �𝑧𝐺′(𝑧)
𝐺(𝑧)

� > ۱�، فان ۰ + 𝑧𝐺′′(𝑧)
𝐺′(𝑧)

� >  .  𝑈من ذلك نستنتج ان  دالة محدبة في    ۰

 

 

 



۱۱ 

 

 )۲.۱.٦مبرھنة (

𝐹(𝑧)لتكن  = log (۱ + 𝑒𝑧) و 𝐺(𝑧) = ۱
۱+𝑒−𝑧 و 𝑧 ∈ 𝑈  : فأن العبارات التالیة متكافئة ، 

)۱( 𝑅𝑒{𝐺(𝑧)} > ۰    . 

)۲( 𝑅𝑒 �۱ + 𝑧𝐹′′(𝑧)
𝐹′(𝑧)

� > ۰      . 

)۳(     𝑅𝑒 �۱ + 𝑧𝐺′′(𝑧)
𝐺′(𝑧)

� > ۰  . 

 البرھان 

𝐺(𝑧)لتكن  = ۱
۱+𝑒−𝑧   ،∅(𝑧) = ۱ + 𝑧𝐹′′(𝑧)

𝐹′(𝑧)
𝑧 و  ∈ 𝑈  نفرض ان .𝐺(𝑧) >  اي ان  ۰

 𝑅𝑒 � 𝑒𝑧

۱+𝑒𝑧� > 𝑅𝑒. فان  ۰ � 𝑧
۱+𝑒𝑧� > 𝑧و  ۰ ∈ 𝑈 ) صحیحة .۲. لذلك تكون (  

𝑅𝑒{𝜙(𝑧)}نفرض ان  >  ) تكون صحیحة .۳( )۳.۱.٥مبرھنة (. من  ۰

𝑅𝑒) صحیحة اي ان ۳نفرض ( � 𝑧
۱+𝑒𝑧� = 𝑅𝑒 �𝑧 − 𝑧

۱+𝑒−𝑧� > 𝑧حیث  ۰ ∈ 𝑈  ولكن 

 𝑅𝑒 �۱ + ۱
۱+𝑒−𝑧� > 𝑅𝑒 � 𝑧

۱+𝑒𝑧� > 𝑅𝑒. فان  𝑈في  ۰ � ۱
۱+𝑒−𝑧� > ۰ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



۱۲ 

 

 نيالفصل الثا

 لثانيالبند ا

 ))Sigomidلتطبيقات لدالة السيني (ابعض (                                  

 )۲.۲.۱تعریف (

;𝑓(𝑡التراكمي توزیع الدالة  𝑎, 𝑏, 𝑐) المعرفة بالنسبة ل𝑏, 𝑐 >  بالصیغة  ۰

𝑓(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐) =
۱

۱ + �𝑡 − 𝑎
𝑏 �

−𝑐 … … … … … … ….    (۳.٥) 

 لخاصة التي تكتب بالشكل Log –Logistic نحصل على دالة  b=-aففي حالة  

  

𝑓(𝑡; 𝑎, 𝑏 = −𝑎, 𝑐) =
۱

۱ + �𝑡 − 𝑎
−𝑎 �

−𝑐 … … … . ….    (۳.٦) 

;𝑓(۰حیث  𝑎, −𝑎, 𝑐) = ۱
۲

 . 

بدراسة نموذج  .Shaw et alوقام   P.Fiskدرست بواسطة الباحث  Log –Logistic، ودالة   fiskدالة ال 
 والتي عرفت كالاتي : Log –Logisticجدید ھو تعمیم لدالة 

 )۲.۲.۲تعریف (

;𝐻(𝑡دالة التوزیع لتراكمي  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆𝜆)  ھي نموذج تعمیم لدالةLog –Logistic  بالنسبة ل𝑏, 𝑐 > ۰ 
۱−و < 𝜆𝜆 <  تعرف بالشكل  ۱

𝐻(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆𝜆) = ۱+𝜆

۱+�𝑡−𝑎
𝑏 �

−𝑐 − 𝜆

�۱+�𝑡−𝑎
𝑏 �

−𝑐
�

۲ … … ….    (۳.۷)  

 والحالة الخاصة منھا ھي 

𝐻(۰; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆𝜆) = ۱
۲

= ۱+𝜆

۱+�−𝑎
𝑏 �

−𝑐 − 𝜆

�۱+�−𝑎
𝑏 �

−𝑐
�

۲  ,    (۰ < 𝜆𝜆 < ۱) … ….    (۳.۸)  

𝑢لتكن  = ۱

۱+�−𝑎
𝑏 �

−𝑐 ) نحصل على ۳.۸من المعادلة ( 

 



۱۳ 

𝜆𝜆𝑢۲ − (۱ + 𝜆𝜆)𝑢 + ۱
۲

= ۰  , 𝑢۱,۲ = ۱+𝜆∓�۱+𝜆۲

۲𝜆
  

𝑢وحلھا ھو  = ۱+𝜆−�۱+𝜆۲

۲𝜆
,𝑏 بالنسبة للمعلمات  Log –Logistic ، تحویل الدالة الخاص ل  𝑐 > و  ۰

۰ < 𝜆𝜆 <  یعرف بالشكل    ۱

𝐻(𝑡; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆𝜆) = ۱+𝜆

۱+�𝑡−𝑎
𝑏 �

−𝑐 − 𝜆

�۱+�𝑡−𝑎
𝑏 �

−𝑐
�

۲  

۱+𝜆

۱+�𝑡−𝑎
𝑏 �

−𝑐 = ۱+𝜆−�۱+𝜆۲

۲𝜆
… … … …    (۳.۹)  

  

 𝐻(۰; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆𝜆) = ۱
۲

 . 

 )۲.۲.۳( برھنةم

 ودالة ℎ۰التي یرمز لھا ب  Heavisideبین دالة الخطوة  d(a,c)الھاوزدورفیة المسافة 

 sigmoid log-logistic ) ممكن ان نعبر عنھا بحدود لبارامیترات ب ۳.٦في (a<۰,c>۰  ولاي عدد
 حقیقي 

 −𝑐
𝑎

≥  كالاتي  ۲

۱ − ۱
𝑐
𝑎

< 𝑑 <
ln�۱− ۱

𝑐
𝑎

�

۱− ۱
𝑐
𝑎

… … … … … … . . (۳.۱۰)  

 البرھان 

 ) نبین ان الدالة ۳.۸من ( 

 𝐹(𝑑) = 𝑐𝑙𝑛 �۱ − 𝑑
𝑎

� − ln �۱−𝑑
𝑑

� = 𝑐𝑙𝑛 �۱ − 𝑑
𝑎

� − ln(۱ − 𝑑) − 𝑙𝑛 ۱
𝑑

… … … … (۳.۱۱) 

𝐹′(𝑑) = − 𝑐
𝑎

. � ۱

۱−𝑑
𝑎

� + � ۱
۱−𝑑

� + ۱
𝑑

> ۰ … … … … (۳.۱۲)  

 دالة متزایدة رتیبة فان الدالة  Fبما ان 

𝐺(𝑑) = �۱ −
𝑐
𝑎� 𝑑 − 𝑙𝑛

۱
𝑑 … … … … … … … … . . (۳.۱۳) 

 ومن تمثیل تایلر

 



۱٤ 

�۱ −
𝑐
𝑎� 𝑑 − 𝑐𝑙𝑛 �۱ −

𝑑
𝑎� + ln(۱ − 𝑑) = 𝑂(𝑑۲) 

 لذلك تكون 

  

𝐺(𝑑) − 𝐹(𝑑) = �۱ −
𝑐
𝑎� 𝑑 − 𝑐𝑙𝑛 �۱ −

𝑑
𝑎� + ln(۱ − 𝑑) = 𝑂(𝑑۲) 

𝑑مع  F(d)ھي تقریب ل  G(d)لذلك تكون  →  بالاضافة لذلك  𝑂(𝑑۲)عندما  ۰

𝐺′(𝑑) = �۱ − 𝑐
𝑎

� + ۱
𝑑

> ۰  

𝑐−وعندما  
𝑎

≥  یكون لدینا  ۲

𝐺 � ۱
۱−𝑐

𝑎
� = ۱ − 𝑙𝑛 �۱ − 𝑐

𝑎
� < ۰  

  و

𝐺 �
𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

۱−𝑐
𝑎

� = 𝑙𝑛𝑙𝑛 �۱ − 𝑐
𝑎

� > ۰  

 )۲.۲.٤( مبرھنة

,𝑎لتكن  𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅 و 

 
𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

۱−𝑐
𝑎

−
𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

�۱−𝑐
𝑎��۱+ ۱

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

�
< 𝑑 <  

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑐
𝑎

+
𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

�۱−𝑐
𝑎��

𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

−۱�
… … … … ….  (۳.۱٤) 

 البرھان 

𝐺′′(𝑑)ھي بالشكل  G(d)المشتقة الثانیة ل  = − ۱
𝑑۲ <  لھا اشارة ثابتة في الفترة  ۰

�� ۱
۱−𝑐

𝑎
� ,

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑐
𝑎

 المعرف بالنقاط الخط المستقیم   �

 �� ۱
۱−𝑐

𝑎
� , 𝐺 � ۱

۱−𝑐
𝑎
��  , ��

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑐
𝑎

� , 𝐺 �
𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

۱−𝑐
𝑎

 عند النقطة  G(d)والمماس لدالة   ��

 ��
𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

۱−𝑐
𝑎

� , 𝐺 �
𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

۱−𝑐
𝑎

 الاحداثي السیني عند النقاط یمر خلال    ��

 



۱٥ 

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑐
𝑎

+
𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

�۱−𝑐
𝑎��

𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

−۱�
    ,

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

۱−𝑐
𝑎

−
𝑙𝑛𝑙𝑛�۱−𝑐

𝑎�

�۱−𝑐
𝑎��۱+ ۱

𝑙𝑛�۱−𝑐
𝑎�

�
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



۱٦ 

 نيالفصل الثا

 لثالثالبند ا

 )sigmoid logisticلدالة بعض الخواص الریاضیة  (

  )۲.۳.۱( اتملاحظ

𝑘بالبارمیترات  logisticھي دالة   standard sigmoid logisticدالة   )۱( = ۱, 𝑥۰ = ۰ , 𝐿 = ۱ 
 وھي بالشكل

                                       𝑓(𝑥) = ۱
۱+𝑒−𝑥 = 𝑒𝑥

𝑒𝑥+۱
= ۱

۲
+ ۱

۲
tanh (𝑥

۲
)  

 .ولھا الخاصیة المتناظرة 𝑒−𝑥الدالة الاسیة  في الممارسة لعملیة .بسبب طبیعةوبصورة خاصة 

                                             ۱ − 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) 

𝑥  ولذلك    ⟼ 𝑓(𝑥) −  دالة فردیة . ۱/۲

𝑓′(−𝑥)ھي دالة زوجیة اي ان  sigmoid logisticمشتقة دالة   )۲( = 𝑓′(𝑥) . 

 

 )۲.۳.۲قضیة (

𝑓(𝑥)دالة مماس زائدیة  ھي ازاحة وقیاس sigmoid logisticدالة   = ۱
۲

+ ۱
۲

tanh (𝑥
۲
 او (

 tanh(𝑥) = ۲𝑓(۲𝑥) − ۱  . 

 البرھان 

tanh(𝑥)بما ان  = 𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 = 𝑒𝑥(۱−𝑒−۲𝑥)
𝑒𝑥(۱+𝑒−۲𝑥)

                                                     

    = 𝑓(۲𝑥) − 𝑒−۲𝑥

۱+𝑒−۲𝑥 = 𝑓(۲𝑥) − 𝑒−۲𝑥+۱−۱
۱+𝑒−۲𝑥 = ۲𝑓(۲𝑥) − ۱ 

 

 )۲.۳.۳قضیة (

𝑓′(𝑥) فان الحقیقیة)Sigomid( دالة السيني fتكن ل = 𝑓(𝑥)(۱ − 𝑓(𝑥)) . 

 

 



۱۷ 

 

 )۲.۳.٤قضیة (

 یكون بالشكل  f    فان عكس التفاضل (التكامل) لدالة  الحقیقیة)Sigomid(ي دالة السين fتكن ل

∫ ۱
۱+𝑒−𝑥  𝑑𝑥 = log 𝑢   حیث𝑢 = ۱ + 𝑒𝑥  . 

 البرھان 

 ∫ ۱
۱+𝑒−𝑥  𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥

𝑒𝑥+۱
 𝑑𝑥   لتكن𝑢 = ۱ + 𝑒𝑥 لذلك یكون 

�
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + ۱  𝑑𝑥 = �
۱
𝑢  𝑑𝑢 = 𝑙𝑜𝑔𝑢 = log (𝑒𝑥 + ۱) 

 )۲.۳.٥قضیة (

 ) .½,۰(دوران تناظري حول النقطة  sigmoid logisticلدالة 

 البرھان

 اي ان  f(-x)=۱ والانعكاس حول المحور العمودي ھو sigmoid logistic المجموع لدالة بما ان 

۱
۱ + 𝑒−𝑥 +

۱
۱ + 𝑒−𝑥 =

(۱ + 𝑒𝑥) + (۱ + 𝑒−𝑥)
(۱ + 𝑒𝑥) (۱ + 𝑒−𝑥)  

۲ + 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

۱ + 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥−𝑥 =
۲ + 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

۲ + 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 = ۱ 

 ) .½,۰دوران تناظري حول النقطة ( sigmoid logisticلذلك یكون لدالة 
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