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المستخلص
ان الهدف من هذا البحث هو دراسة التحليل المتعدد التغاير  لما لهذا الموضوع من اهمية بالغة في مختلف مجالات الحياة. فتطرقنا مقدمة بسيطة في الجبر الخطي ومن ثم الى وصف و عرض البيانات المتعددة التغاير .

















المقدمة
يعتبر الاحصاء بكافة فروعة (الاحصاء الرياضي, التطبيقي, الخ) من اهم فروع الرياضيات وله تطبيقات في مختلف العلوم الاخرى. بشكل خاص يعتبر التحليل المتعدد المتغيرات مهم في كثير من الحسابات الاحصائية التي تواجه الباحثين. لذلك عنينا بدراسة التوزيع الطبيعي المتعدد المتغيرات.
التحليل متعدد متغيرات يحتوي على طائفة من الطرق التي يمكن ان تستخدم عندما تجعل العديد من القياسات على كل فرد أو شيء في عينة واحدة او اكثر. سنشير الى القياسات كمتغيرات و الى الافراد أو الاشياء كوحدات ( وحدات البحث, وحدات العينة, أو وحدات التجربة) أو المشاهدات. 
يتكون هذا البحث من اربعة فصول:
الفصل الاول: بينا في هذا الفصل سبب ظهور التحليل المتعدد المتغيرات.
الفصل الثاني:تطرقنا في هذا الفصل الى شيء مختصر عن نظرية المصفوفات كون ان التحليلي المتعدد المتغيرات يستند بدراسته الى جبر المصفوفات.
الفصل الثالث: درسنا وصف و عرض البيانات المتعددة التغاير .
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الفصل الاول
 سبب ظهور التحليل المتعدد المتغيرات

مقدمة 
 سنعطي في هذا الفصل نبذة مختصرة عن سبب ظهور التحليل المتعدد المتغيرات. ونبين اهميته في التطبيقات الواقعية.

لماذا تحليل متعدد متغيرات ؟

التحليل متعدد متغيرات يحتوي على طائفة من الطرق التي يمكن ان تستخدم عندما تجعل العديد من القياسات على كل فرد أو شيء في عينة واحدة او اكثر. سنشير الى القياسات كمتغيرات و الى الافراد أو الاشياء كوحدات ( وحدات البحث, وحدات العينة, أو وحدات التجربة) أو المشاهدات. عمليا, ان مجموعات بيانات متعددة المتغيرات شائعة, بالرغم من انها لم تحلل دائما بحد ذاتها. لكن الاستعمال الخاص للاجراءات احادية المتغير مع مثل هذه البيانات لم يعد له مبرر, بتوفر امكانية تقنيات متعددة المتغيرات و قوة استعمال حاسبات رخيصة لتنفيذها.

   تاريخيا, معظم تطبيقات تقنيات متعدد المتغيرات كانت في العلوم السلوكية و الحيوية. على اية حال طرق متعدد المتغير لها انتشار واسع في العلوم الاخرى مثل الكيمياء, الفيزياء , علم الارض, والهندسة وغيرها.




نلاحظ انه في بعض الحالات كل النتغيرات تكون مقاسة بالدرجة نفسها ( انظر 1 و 2  في جدول 1.1). في حالات اخرى, تكون القياسات مختلفة في الدرجة ( انظر 3 في جدول 1.1). 
في تقنيات قليلة, مثل وجهة النظر التحليلية هذه, (انظر [   ]) يجب ان تكون المتغيرات متناسبة, هذا يعني, متشابهة في مستوى القياس, على اية حال, اكثر الطرق المتعددة التغاير لا تستلزم ذلك.
    بشكل طبيعي, تقاس المتغيرات بشكل اني على كل وحدة من العينة. بشكل خاص, ان تلك المتغيرات مرتبطة. اذا كانت تلك المتغيرات غير مرتبطة, فيكون استخدام العديد من تقنيات التحليل المتعدد المتغيرات ضئيل.
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الفصل الثاني
جبر المصفوفات

2.1 مقدمة. سنتناول في هذا الفصل الخواص الاساسية للمصفوفات التي ستستخدم في هذا المقرر . فمن المهم ان نراجع موضوع المصفوفات و خواصها لانها تمثل الاساس في تعميم المفاهيم الاحصائية من مفاهيم احادية المتغير الى اخرى متعددة المتغيرات.

2.2 ترميزات و تعاريف اساسية
2.2.1 المصفوفات و المتجهات و الثوابت القياسية 
الصمفوفة هي ترتيب مستطيل أو مربع من الاعداد أو المتغيرات مرتبة في صفوف و أعمدة. نستخدم الحروف الكبيرة البارزة لتمثيل المصفوفات. كل مدخلات المصفوفات ستكون اعداد حقيقية أو متغيرات تمثل اعداد حقيقية. عناصر المصفوفة تعرض في اقواس. على سبيل المثال 
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يمكن ان تكون عناصر المصفوفة متغيرات, مثلا
[image: ]
يمكن ان يعبر عن المصفوفة  في (2.2) كالاتي 
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حيث  عنصر عام.
   يقال لمصفوفة  التي عدد صفوفها  وعدد اعمدتها  مصفوفة  , ونقول ان حجم  هو . 
المتجه هو مصفوفة بصف واحد أو عمود واحد. فمثلا المتجه الاتي يمثل درجات طالب في فصل تحليل متعدد متغيرات
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المتغيرات في المتجه يمكن ان تمثل كالاتي:
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ويمكن ان نبعبر ايضا بمتجهات الصف 
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حيث ان  يمثل منقول المتجه . الذي سيعرف في البند 1.2.3.
    هندسيا, المتجه الذي يحتوي  من العناصر يقابل نقطة في الفضاء ذو البعد . العناصر في المتجه تمثل احداثيات النقطة. سنعرف لاحقا المسافة بين نقطة الاصل و النقطة و كذلك المسافة بين متجهين. في بعض الحالات سنهتم بقطعة المستقيم المتجهة أو السهم من نقطة الاصل الى النقطة.
    يسمى العدد الحقيقي المنفرد ثابت قياسي (scalar) لتميزه عن المصفوفة و المتجه. وعليه ,  و  ثوابت قياسية.
2.2.2 تساوي المصفوفات
نقول عن مصفوفتين بانهما متساويتان اذا كانتا من الحجم نفسه وكانت العناصر المتقابلة بالموقع متساوية. وعليه اذا كانت  و  , فان  اذا وفقط اذا كان  لكل  و . فمثلا , ليكن 
[image: ]
فان  و .


2.2.3 منقول المصفوفوفات و المصفوفات المتناظرة
ان منقول (أو مدور) (transpose) مصفوفة  , يرمز له بـ  (أو  ) يتم الحصول عليه باستبدال الصفوف و الاعمدة.  وعليه ان اعمدة المصفوفة  هي صفوف المصفوفة , و صفوف  هي اعمدة . المثال الاتي يوضح منقول المصفوفة أو متجه:
[image: ]

عملية النقل لاتغير  الثوابت القياسية, لان لها صف واحد فقط و عمود واحد فقط.
    اذا كانت عملية النقل تطبق مرتين على اي مصفوفة, فان النتيجة تكون المصفوفة الاصلية:
[image: ]
اذا كان منقول مصفوفة هو المصفوفة الاصلية نفسها, نقول ان المصفوفة متناظرة( أو متماثلة) )(symmetric) , هذا يعني, تكون  متناظرة اذا وفقط اذا كان . فمثلا, 
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واضح ان, جميع المصفوفات المتناضرة تكون مربعة.

2.2.4 مصفوفات خاصة
ان قطر مصفوفة مربعة  ذات سعة  يحتوي العناصر . على سبيل المثال, في المصفوفة 
[image: ]
العناصر  ,  و  تقع على القطر. اذا كانت مدخلات مصفوفة معينة كلها اصفار ما عدا عناصر القطر فانها تسمى مصفوفة قطرية (diagonal matrix). مثلا 
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يمكن ان نرمز لهذه المصفوفة على النحو 
[image: ]
المصفوفة القطرية التي عناصر قطرها تكون جميعها مساوية الى  تسمى مصفوفو الوحدة (identity matrix) و يرمز لها بـ . على سبيل المثال مصفوفة الوحدة ذات السعة  تعطى على النحو 
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2.3 الجذر التربيعي للمصفوفة
اذا كانت المصفوفة  موجبة يقينا, فان التحليل الطيفي لها ([  ]) يمكن ان يعدل باخذ الجذر التربيعي للقيم الذاتية للحصول على الجذر التربيعي للمصفوفة.
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حيث ان 
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الجذر التربيعي  تكون متناظرة وتنفع ان تكون الجذر التربيعي للمصفوفة :
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الفصل الثالث
وصف و عرض البيانات المتعددة التغاير 


3.1 الوسط و التباين لمتغير عشوائي احادي التغاير
     يمكن ان يعرف المتغير العشوائي (random variable) على انه متغير تعتمد قيمه على نتائج تجربة الحظ. بصورة عامة, سنتامل المتغيرات العشوائية المستمرة فقط. 
    دالة الكثافة (density function)  تشير الى التكرار النسبي لحدوث المتغير العشوائي .

    متوسط المجتمع (population mean) لمتغير عشوائي  يعرف (بشكل غير دقيق) كمتوسط لكل القيم المحتملة للمتغير العشوائي  و يرمز له بـ . يشار ايضا للمتوسط على انه القيمة المتوقعة (expected value) لـ , أو . اذا كانت الكثافة  معلومة, فيمكن ان يوجد المتوسط باستخدام طرق حسبان التفاضل و التكامل.
   اذا كانت  غير معلومة, فمتوسط المجتمع  سيبقى عادة غير معلوم مالم يؤسس من تجربة سابقة شاملة بمجتمع مستقر. اذا توفرت عينة عشوائية كبيرة من مجتمع ممثلة بـ  , فيكون من المحتمل جدا ان يكون متوسط العينة قريب من .
    متوسط العينة (sample mean) لعينة عشوائية من  من المشاهدات  يعطى بالمتوسط الحسابي الاعتيادي 
[image: ]
بصورة عامة,  لايساوي , نعني بذلك ان الاحتمالية تكون صفرا عندما لاتظهر العينة التي تظهر فيها  مساوية الى . على اية حال,  يعتبر مخمن جيد لـ  لان  وان , حيث تباين . بمعنى اخر,  مخمن غير متحيز لـ  يمتلك تباين اصغر من الملاحظة المنفردة . التباين  معرف باختصار. المفهوم  يشير الى متوسط كل القيم الممكنة لـ , هذا يعني, مفهوميا, كل عينة ممكنة يتم الحصول عليها من المجتمع, يوجد المتوسط لكل منها, وان معدل كل متوسطات العينة تلك تكون محسوبة.
    اذا ضرب كل  في المجتمع بثابت , القيمة المتوقعة تكون مضروبة بـ  كذلك:
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متوسط العينة له الخاصية نفسها. اذا كان  لـ , فان 
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تباين المجتمع يعرف على النحو . هذا انحراف مربع المعدل عن المتوسط وهكذا انها تشير الى المدى الذي تنتشر أو تبعثر فيه قيم . يمكن ان نبين ان .
    يعرف تباين العينة على النحو
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و التي يمكن ان نبين انها تساوي 
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بصورة عامة ان تباين العينة  لايساوي تباين المجتمع  ( احتمالية مثل هذا الحدث تساوي صفر), لكنه مخمن غير متحيز لـ , هذا يعني, . مرة اخرى الترميز  يشير الى متوسط جميع تباينات العينة الممكنة. الجذر التربيعي لتباين المجتمع أو تباين العينة يسمى الانحراف المعياري (standard deviation).
   اذا ضرب كل  بثابت , فان تباين المجتمع يضرب بـ , هذا يعني, . بالمثل, اذا كان  لـ , فان تباين العينة  يعطى على النحو 
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3.2 التباين المشترك و ارتباط المتغيرات العشوائية ثنائية التغاير
3.2.1 التباين المشترك (Covariance) 
    اذا تم قياس متغيرين  و  على كل وحدة بحث ( شيء أو موضوع), يكون لدينا متغير عشوائي ثنائي التغاير (bivariate random variable)  . غالبا ما سيكون لـ  و  تغاير مشترك, اذا كان واحد منهم فوق متوسطه, فان الاخر فوق متوسطه ايضا و العكس بالعكس. على سبيل المثال, الطول (height) و الوزن (weight) الذين تم ملاحظتهما لعينة متكون من 20 من الذكور في كلية حسب العمر. البيانات معطاة في جدول 3.1 والموضحه في شكل 1.3.

[image: ]
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شكل 3.1 متغيران مع ميل التغاير المشترك
هذا يوضح موقع التباين المشترك. مع التباين المشترك السالب تميل النقاط الى الانحراف معا الى الجوانب المعاكسة للمتوسط.
   التباين المشترك للمجتمع يعرف على النحو
                      
حيث ان  و  المتوسطان لـ  و  , على الترتيب. هكذا اذا كان  و  عادة كلاهما فوق متوسطيهما أو كلاهما اسفل متوسطيهما, سيكون الجداء  عادة موجب, وقيمة معدل الجداء ستكون موجبة. بالعكس, اذا كان  و  يميلان الى ان يقعان على الجوانب المعاكسة لمتوسطيهما الخاص بهما, فسيكون الجداء سالب عادة و جداء المعدل سيكون سالب. يمكن ان نبين ان 
                                            .
اذا كان المتغيران العشوائيان  و  متغيران عشوائيان ثنائيا التغاير فان جمعهما أو جدائهما يكون متغير عشوائي جديد. ان متوسط  أو  يعرف على النحو التالي:
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رسميا, يكون  و  مستقلان اذا كان . بشكل غير رسمي, يكون  و  مستقلان اذا كان السلوك العشوائي لاي من المتغيرين لايؤثرعلى السلوك العشوائي للاخر.
لاحظ ان (3.7) تكون صحيحة سواء أكان  و  مستقلان أم لا, لكن (3.8) تتحقق فقط اذا كان  و  موزعان بشكل مستقل.
    ان مفهوم استقلالية  و  هو اكثر عمومية من التباين المشترك الصفري. ان التباين المشترك  يقيس العلاقة الخطية فقط, بينما اذا كان متغيران عشوائيان مستقلان, فانهما لايرتبطان بشكل خطي ولا بشكل غير خطي. الاستقلالية تؤدي الى , لكن  لايؤدي الى الاستقلالية. من السهل ان نبين انه اذا كان  و  مستقلان, فان :
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احدى الطرق التي تثبت ان العكس غير صحيح هو تكوين أمثلة لمتغيرين ثنائيا التغاير  و  لهما تباين مشترك صفري ولايكونا مرتبطين بطريقة غير خطية ( العلاقة سيكون لها ميل صفري). هذا موضح في شكل 3.2.
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الشكل 3.2 عينة من مجتمع حيث  و  لهما تباين مشترك صفري و غير معتمدين.

اذا كان   و  يتوزعان توزيع طبيعي ثنائي التغاير ( انظر الفصل الرابع), فان التباين المشترك الصفري يؤدي الى الاستقلالية. هذا بسبب
 (1) قياسات التباين المشترك تكون علاقات خطية فقط. 
(2) في حالة التوزيع الطبيعي ثنائي التغاير يكون متوسط  بالنسبة الى  ( ) (أو  بالنسبة الى    ) خط مستقيم.

   ان تباين العينة المشترك (sample covariance) يعرف على النحو 
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يمكن ان نبين ان 
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لاحظ انه بشكل اساسي  ( بالنسبة للعينات المستمرة), هذا يعني, ان احتمالية كون  تكون صفر. على اية حال ان  يكون مخمن غير متحيز لـ , هذا يعني, .
     لان  لاي عينة معطاة, فان هذا صحيح ايضا عندما . وعليه عندما يكون التباين المشترك للمجتمع مساو الى الصفر, فلاتوجد عينة عشوائية من المجتمع تباينها المشترك مساو للصفر. الطريق الوحيد الذي يكون فيه لعينة من مجتمع يتوزع توزيع مستمر ثنائي التغاير للتجريب اختر قيم  و  بحيث ان . ( مثل هذه العينة لاتكون عشوائية.) احدى الطرق لتحقق هذا هو وضع القيم في صيغة الشبكة. هذا موضح في شكل 3.3.
قياسات التباين المشترك للعينة علاقات خطية فقط. اذا تلت نقاط في عينة ثنائية التغاير الاتجاه المقوس, كما في شكل 3.2, مثلا, التباين المشترك  لعينة لايقيس قوة العلاقة. لبيان ان  هو مقياس العلاقة الخطية فقط, لاحظ ان ميل خط الانحدار الخطي البسيط هو 
[image: ]
هكذا  يتناسب مع الميل, الذي يبين العلاقة الخطية بين  و .
المتغيرات مع تباين عينة مشترك صفري يمكن ان تسمى متعامدة (orthogonal). يقال لمجموعتين من الاعداد  و  متعامدتين اذا كان . هذا صحيح للمتغيرات المركزية  و   عندما يكون التباين المشترك للعينة مساو الى الصفر, هذا يعني, .
مثال 3.2.1. للحصول على التباين المشترك للعينة لبينات الطول و الوزن في جدول 3.1, نحسب اولا ,  و , حيث  هو الطول و  هو الوزن:
[image: ]
الان, حسب (3.10) , لدينا 
[image: ]
التباين المشترك للعينة 128.88 لايكون مفهوم جدا بنفسه. لسنا متاكدين اذا كان هذا التمثيل قدر صغير, معتدل, أو كبير للعلاقة بين  و . طريقة توحيد التباين المشترك تعطى في البند اللاحق.

3.2.2 الارتباط (Correlation)
  بما ان التباين المشترك يعتمد على اساس قياس  و , من الصعب مقارنة التباين المشترك بين زوجين مختلفين من المتغيرات. على سبيل المثال, اذا غيرنا القياس من الانجات الى السنتمتر, سيتغير التباين المشترك. لايجاد قياس العلاقة الخطية المتغايرة الى تغيير الاساس, يمكننا توحيد التباين المشترك بالتقسيم بالانحرافات المعيارية للمتغيرين. ان التباين المشترك الموحد هذا يسمى الارتباط (correlation). ارتباط المجتمع (population correlation) لمتغيرين عشوائيين  و   هو 
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وارتباط العينة (sample correlation) هو 
[image: ]
كل من اؤلائك الارتباطين يتراوح بين  و .
    ارتباط العينة  يرتبط مع جيب تمام الزاوية بين متجهين. لتكن  الزاوية بين المتجهين  و  في شكل 3.4 

[image: ]
شكل 3.4 المتجهين  و  في فضاء ثلاثي الابعاد


المتجه من نقطة نهاية  الى نقطة نهاية  يمكن ان يمثل بـ . فان قانون الجيب تمام يمكن ان ينص عليه بصيغة متجه كالاتي:
[image: ]
[image: ]
بما ان , نرى من (3.14) ان  عندما . هكذا  و   متعامدان عندما .
للتعبير عن الارتباط بالصيغة المعطاة في (3.14), ليكن   من متجهات المشاهدات , ,…,  في بعدين متمثلة بالمتجهين   و  ذات بعد , وليكن  و  تتمركز على النحو  و . فان جيب تمام الزاوية  بينهما ]  انظر (3.14) [ مساوي الى ارتباط العينة بين  و :
[image: ]
هكذا اذا كانت الزاوية  بين المتجهين المتمركزين  و  صغيرة جدا فان  تكون قريبة من , سيكون  قريب من . اذا كان المتجهان متعامدان, سيكون   و  مساويان للصفر. اذا كان للمتجهين اتجاهين متعاكسين, سيكون  قريب من .

مثال 3.2.2. للحصول على الارتباط لبيانات الطول والوزن في جدول 3.1 , نحسب اولا تباين العينة لـ :
[image: ]

فان  و,بالمثل, . حسب (3.13), لدينا
[image: ]

3.3 رسوم التبعثر للعينات ثنائية التغاير
الشكلين 3.2 و 3.3 مثالين لرسوم التبعثر (scatter plots)للعينات ثنائية التغاير . في الشكل 3.1, رسم المتغيرين   و  بشكل منفصل للبيانات في جدول 3.1. الشكل 3.5 يبين الرسم المبعثر ثنائي التغاير للبيانات نفسها.

[image: ]
شكل 3.5 الرسم المبعثر ثنائي التغاير للبيانات في شكل 3.1.

اذا نقلت نقطة الاصل الى , كما مبينة بالمستقيمات المتقطعة, فان الربع الاول و الربع الرابع يحتويان اكثر النقاط. الرسكم المبعثر للبيانات المرتبطة بشكل خاص تبين ميل موجب أو سالب كبير.
   العينة المفترضة للمتغيرين غير المرتبطين الطول و IQ مبين في شكل 3.6.
[image: ]
شكل 3.6 عينة بيانات من مجتمع حيث  و  غير مرتبطين.

3.4 العرض البياني للعينات متتعددة التغاير 
   هواجراء بسيط نسبيا لرسم عينات ثنائية التغاير كما في البند 3.3. موقع نقطة يبين لمرة واحدة قيمة كلا المتغيرين. على اية حال, لثلاثة متغيرات أو اكثر تكون تحدي لبيان قيم كل المتغيرات في متجه مشاهدة  بيانيا. على الرسم فيالبعدين, ان قيمة المتغير الثالث يمكن ان يشار له بلون أو كثافة أو حجم النقطة المرسومة. الابعاد الاربعة يمكن ان تمثل بالبدء مع رسم مبعثر في بعدين و اضف بعدين اضافيين كقطع مستقيمةعند الزوايا القائمة, كما في شكل 3.7. "نقطة الزاوية" تمثل  و  بينما  و  يعطيان باطوال القطتين المستقيمتين.
 [image: ]

شكل 3.7 رسم رباعي الابعاد

3.5 متجهات المتوسط (Mean Vectors) 
   ليكن  يمثل متجه عشوائي لـ  من المتغيرات مقاسة علىة وحدة العينات. اذا وجد  من الافراد في العينة, فان  من متجهات المشاهدة يرمز لها بـ , حيث 
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متجه متوسط العينة  يمكن ان يوجد أما كمعدل  من متجهات المشاهدة او بحساب معدل كل المتغيرات  بشكل منفصل: 
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حيث, على سبيل المثال, . هكذا  هو متوسط لـ  من المشاهدات على المتغير الاول,  متوسط المتغير الثاني, وهكذا.
   كل متجهات المشاهدات  يمكن ان تدور الى متجهات صف و تذكر في مصفوفة بيانات  كالاتي:

[image: ]

بالاضافة الى الى الطريقتين التي يحسب بهما  المعطاة في (3.16), يمكن ان نحصل على  من . نجمع المخدلات الـ  في كل عمود من  ونقسم على , الذي يعطي . يمكن ان يشار اليه بمفهوم المصفوفات كالاتي:
[image: ]

حيث  متجه من الواحدات. على سبيل المثال, العنصر الثاني من  هو 

[image: ]
يمكن ان ندور (3.18) لنحصل على 
[image: ]
   نعود الان الى المجتمعات. ان متوسط  على كل القيم الممكنة في المجتمع تسمى متجه متوسط المجتمع (population mean vector) أو القيمة المتوقعة (expected value) للمتجه . تعرف كمتجه للقيم المتوقعة لكل متغير 

[image: ]
حيث  متوسط المجتمع للمتغير الذي موقعه .
    يمكن ان نبين ان القيمة المتوقعة لكل  في  هي , هذا يعني, ان . وعليه ان القيمة المتوقعة لـ  ( على كل العينات الممكنة) هي 
[image: ]
لذلك,   مخمن غير متحيز لـ . نشير مرة اخرى ان  لايساوي .


مثال 3.5. جدول 3.3 يعطي بيانات لثلاث متغيرات مقاسة (بالملي مكافي لكل 100 غرام) في 10 مواقع مختلفة. المتغيرات هي 
= كالسيوم التربة المفيد
= كالسيوم التربة القابل للاستبدال
= كالسيوم النبات الاخضر
لايجاد متجه المتوسط , نحسب ببساطة معدل كل عمود ونحصل على 
[image: ]

جدول 3.3 الكالسيوم في التربة و النبات الاخضر
[image: ]









3.6 مصفوفات التباين المشترك Covariance Matrices 
مصفوفة التباين المشترك للعينة  هي مصفوفة تباينات التباينات المشتركة للعينة لـ المتغيرات التي عددها :
[image: ]
تقع تباينات العينة في  للمتغيرات التي عددها  على القطر, و كل التباينات المشتركة الثانئية الممكنة تقع خارج القطر. الصف (العمود)الي موقعه  يحتوي التباينات المشتركة لـ  مع المتغيرات الاخرى .

      سنعطي ثلاث وجهات نظر للحصول على . الاول منها نحسب . تباين العينة للمتغير الذي موقعه ,  , يحسب كما في (3.4) أو (3.5), استخدام العمود الذي موقعة  من :
[image: ]
حيث  هو متوسط المتغير الذي موقعه , كما في (3.16). التباين المشترك للعينة للمتغيرين الذي موقعهما  و  , , يحسب كما في (3.9) أو (3.10), باستخدام العمودين الذي موقعهما  و  من :
[image: ]

لاحظ انه في (3.23) يعبر عن التباين  بـ , مربع الانحراف المعياري , وان  متناظرة لان  في (3.25). اسم اخر يستخدم لمصفوفة التباين المشترك هو مصفوفة التباين. 
    في حالة المتغير الواحد يرمز للتباين بـ . لكن في حالة التغاير المتعدد, نرمز لمصفوفة التباين المشترك بـ  و ليس .
يمكن ان يعبر عن مصفوفة التباين المشترك  بدلالة متجهات المشهادة ايضا:
[image: ]
بما ان  العنصر في الموقع  من  هو , وعندما يجمع هذا على  كما في (3.27),تكون النتيجة هي بسط  في (2.23).
 بالمثل, العنصر (1,2) من  هو  , مجموعه يمثل بسط  في (3.25). هكذا (3.27) تكافئ (3.23) و (3.25), وبالمثل (3.28) تنتج (3.24) و (3.26).
   












يمكن ان نحصل على  مباشرة من مصفوفة البيانات  في (3.17), التي تزودنا بالطريق الثالث. الحد الاول في الطرف الايمن من (3.26), , هو جداء العمود في الموقع  مع العمود في الموقع  من  بينما الحد الثاني, , هو العنصر الذي موقعه  من المصفوفة . لاحظ ان  يتم الحصول عليها كجداء اعمدة من . حسب (3.19) و (3.19),  و , وعليه يكون لدينا  (لاحظ استخدمنا في المساواة الاخيرة المعادلة:
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هكذا يمكن ان تكتب  على النحو

[image: ]
(لاحظ ان ((2.30 هي العبارة:
[image: ])
    ان التعبير (3.29) هو تمثيل ملائم للمصفوفة , لانها استخدام مباشر لبيانات المصفوفة . على اية حال, المصفوفة  ذات بعد  وهي غير عملية في الحساب اذا كان  كبير.
اذا كان  متجه عشوائي ماخوذ على اي قيمة ممكنة في مجتمع متعدد التغاير, فتكون مصفوفة التباين المشترك للمجتمع معرفة على النحو 
[image: ]

عناصر القطر  تمثل تباينات المجتمع للمتغيرات  , و العناصر التي لاتقع على القطر  تمثل التباين المشترك للمجتمع لكل الازواج الممكنة من المتغيرات .
    مصفوفة التباين المشترك للمجتمع في (3.30) يمكن ان توجد ايضا على النحو الاتي 
[image: ]
والتي تناظر (3.27) بالنسبة لمصفوفة التباين المشترك للعينة. ان المصفوفة  ذات البعد  تكون مصفوفة عشوائية. القيمة المتوقعة لمصفوفة عشوائية تعرف على انها مصفوفة القيم المتوقعة للعناصر المناظرة. لبيان ان (3.31) تنتج تباينات و التباينات المشتركة لمجتمع لـ  من المتغيرات كما في (3.30) لاحظ ان 

[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

يمكن بسهولة ان نبين ان  يمكن ان يعبر عنها بصيغة مماثلة لـ (3.28):
[image: ]

بما ان  لكل , تكون مصفوفة التباين العينة المشترك  مخمن غير متحيز لـ :
[image: ]
كما في حالة التغاير الوحيد, نلاحظ ان معدل كل القيم المحتملة للمصفوفة  مساوي الى . بصورة عامة,  لاتساوي .

مثال 3.6. لحساب مصفوفة التباين المشترك لعينة بيانات الكالسيوم المعطاة في جدول 3.3 باستخدام الصيغتين الحسابيتين (3.24) و (3.26) , نحتاج الى مجموع المربعات  لكل عمود و مجموع جداءات كل زوج من الاعمدة. سنوضح حساب .
[image: ]
من مثال 3.5 لدينا  وان . حسب (3.26), لدينا 
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نستمر بهذه الطريقة, نحصل على 
[image: ]













3.7 مصفوفات الارتباط (Correlation Matrices) 
ارتباط العينى بين المتغير الذي موقعه  و الذي موقعه  المعرفين في (3.13) يعطى على النحو 
[image: ]
ان مصفوفة ارتباط العينة مماثلة لمصفوفة التباين المشترك مع احلال الارتباطات بدلا عن التباينات المشتركة:

[image: ]

  الصف الثاني, على سبيل المثال, يحتوي علاقة  مع كل الـ  الاخرى ( من ضمنها العلاقة مع  نفسها, التي هي ). بالطبع تكون المصفوفة  متناظرة, لان  .
  ان مصفوفة الارتباط يمكن ان نحصل عليها من مصفوفة التباين المشترك, وبالعكس. لنعرف
[image: ]

[image: ]
اذن من خواص المصفوفات يكون لدينا 
[image: ]



  ان مصفوفة ارتباط المجتمع (population correlation matrix) المماثلة لـ (3.35) تعرف على النحو 

[image: ]
حيث 
[image: ]
كما في (3.12).

مثال 3.7 . في مثال 3.6, حصلنا على مصفوفة التباين المشترك للعينة   لعينات الكالسيوم في جدول 3.3 . للحصول على مصفوفة ارتباط العينة للبيانات نفسها, يمكن ان نحسب العناصر المنفردة باستخدام (3.34) او استخدام عمليات المصفوفة المباشرة في (3.37). المصفوفة القطرية  يمكن ان توجد باخذ الجذور التربيعية لعناصر قطر المصفوفة ,

[image: ]
فحسب (3.37),

[image: ]




3.8 متجهات المتوسط و مصفوفوفات التباين المشترك للمجموعات الجزئية من المتغيرات 
3.8.1 مجموعتين جزئيتين Two Subsets 
       يهتم الباحثين بعض الاحيان في نوعين مختلفين من المتغيرات, كلاهما مقاس على وحدة العينة نفسها. على سبيل المثال ملاحظة سلوكيات الطلبة في عدد من الصفوف الدراسية , خلال الفترة الزمنية نفسها ( الوحدة التجريبية الاساسية) وتم ملاحظة العديد من المعلمين. يرغب الباحث بدراسة العلاقة بين متغيرات التلاميذ و متغيرات المعلمين.
سنرمز للمتجهين الجزئيين بـ  و , مع   من المتغيرات في  و  من المتغيرات في . هكذا متجه ملاحظة في العينة تجزء على النحو 
[image: ]

هنا يوجد  من المتغيرات في كل  من متجهات الملاحظة.
   لعينة مكونة من  من متجهات الملاحظة, متجه المتوسط و مصفوفة التباين المشترك لهما الصيغة 

[image: ]
[image: ]
حيث ان  مصفوفة حجمها ,  مصفوفة  حجمها ,  مصفوفة  حجمها  وان  مصفوفة  حجمها . لاحظ بما ان  متناظرة, اذن 

[image: ]
هكذا يمكن ان تكتب (3.42) على النحو 
[image: ]
لتوضيح (3.41) و (3.42), ليكن  و . فان 

[image: ]
[image: ]

النموذج في كل من , , ,  واضح في الشرح اعلاه. على سبيل المثال, الصف الاول من  يمثل التباين المشترك لـ  مع كل من , , , الصف الثاني يوضح التباين المشترك لـ  مع كل من , , . من جانب اخر,الصف الاول من   يمثل التباين المشترك لـ  مع  و , وهكذا. وعليه , كما اشرنا له في (3.43).

بشكل مماثل في حالة المجتمع تكون التجزئة للمتجهات العشوائية على النحو 
[image: ]
[image: ]
حيث ان . المصفوفة الجزئية  هي مصفوفة تباين مشترك حجمها  تحتوي تباينات  على القطر و التباين المشترك لكل  مع كل من  خارج القطر. بالمثل   هي مصفوفة تباين مشترك حجمها  تحتوي تباينات . ان المصفوفة  هي مصفوفة حجمها  و تحتوي التباين المشترك لكل  مع . مصفوفة التباين المشترك  يرمز لها بـ , هذا يعني,
[image: ]
لاحظ الاختلاف بالمعنى بين  و  في (3.47),  تحتوي متجه وحيد يحتوي  من المتغيرات, وان  يحتوي متجهين.
   اذا كان  و  مستقلان, فان . هذا يعني ان كل  لايرتبط مع كل , لذلك  لكل , .

مثال 3.8.1 قام باحث بقياس خمسة متغيرات في مقارنة اناس طبيعيين و مصابين بمرض السكر. نعطي  في الجدول 3.4 جزء من البيانات لغير المصابين بمرض السكر فقط. المتغيرات الثلاثة ذات الاهتمام الرئيسي هي 
=  حساسية المفرطة  لالكلوكوز 
= استجابة الانسولين الى الكلوكوز الفموي
= مقاومة الانسولين
متغيرين اضافيين ثانويين هما 
= الوزن النسبي
=كلوكوز البلازما على الريق

متجه المتوسط يجز كما في (3.41) :
[image: ]
[image: ]
جدول 3.4 الوزن النسبي, كلوكوز الدم, مستويات الانسولين

ان مصفوفة التباين المشترك, تجزء كما التوضيح الذي تلى (3.44), 
[image: ]

لاحظ ان  و  متناظرتان و ان  هي مدور .

3.8.2 ثلاثة مجموعات جزئية أو اكثر
     في بعض الحالات, تكون ثلاثة مجموعات او اكثر موضع الاهمتام. اذا تجزء متجه المشاهدة  على النحو 
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حيث ان  يحتوي  من المتغيرات,  يحتوي  من المتغيرات , …,  يحتوي  من المتغيرات, وان , فان متجه متوسط العينة و مصفوفة التباين المشترك يعطيان على النحو
[image: ]
[image: ]

على سبيل المثال, ان المصفوفة الجزئية  ذات الحجم  تحتوي التباينات المشتركة للمتغيرات في  مع المتغيرات في .
    النتائج المماثلة بالنسبة للمجتمع هي 
[image: ]

[image: ]

3.9 المركبات الخطية للمتغيرات
3.9.1 خواص العينة 
لتكن  ثوابت وتامل المركبة الخطية لعناصر المتجه , 
[image: ]
حيث ان  . اذا طبقت عوامل المتجه  نفسها لكل  في العينة, يكون لدينا 
[image: ]
ان متوسط العينة لـ  يمكن ان توجد أما بايجاد متوسط القيم , , …, أو كمربة خطية من , متجه متوسط العينة لـ :
[image: ]
النتيجة في (3.54) مماثلة لنتيجة احادية التغاير (3.3) , , حيث ان , . 
   بالمثل, تباين العينة لـ , , يمكن ان يوجد أما كتباين عينة لـ  أو مباشرة من  و , حيث ان  مصفوفة التباين المشترك لـ :
[image: ]
لاحظ ان  متعددة التغاير مناظرة لنتيجة حالة الاحادية التغاير في (3.6), , حيث ان ,  وان  تباين المتغيرات .

    بما ان التباين غير سالب دائما, يكون لدينا , لذلك , لكل . اذن  على الاقل شبه موجبة يقينا. اذا كانت المتغيرات مستمرة و غير مرتبطة خطيا, واذا كان  ( لذلك  ذات رتبة تامة), فان  موجية يقينا ( باحتمالية ).
   اذا عرفنا مركبة خطية اخرى , حيث  متجه ثابت يختلف عن , فان تباين العينة المشترك للمتغيرين  و  يعطى على النحو 
[image: ]
ارتباط العينة بين  و  يحصل عليه بسهولة على النحو 
[image: ]
    نرمز الان للمتجهين الثابتين  و  بـ   لتسهيل التوسيع الاخير لاكثر من متغيرين. ليكن 
[image: ]
وعرف 
[image: ]
يمكننا تحليل  من هذا التعبير :
[image: ]
اذا حسبنا التغاير الثنائي  لكل تغاير    في العينة, نحصل على , 


ومعدل  على العينة يمكن ان يوجد من : 
[image: ]
[image: ]
يمكننا استخدام (3.55) و (3.56) لبناء مصفوفة تباين العينة المشترك لـ  :
[image: ]
[image: ]
والتي يمكن ان نكتبها على النحو 
[image: ]
النتيجتين في (3.59) و (3.61) يمكن ان توسعا الى اكثر من مركبتين خطيتين.
   اذا كان لدينا  من التحويلات الخطية, فيمكن ان يعبر عنها على النحو 
[image: ]
او بمفهوم المصفوفة 
[image: ]





حيث ان  ذو بعد ,  بعدها , وان  ذو بعد  ( لدينا ). اذا كان  يتم ايجاد قيمها لكل , , فحسب (3.54) و العلاقة 
[image: ]
يكون متجه متوسط العينة لكل  على النحو 
[image: ]
حسب توسيع (3.60), تصبح مصفوفة التباين المشترك لكل :
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

لاحظ حسب (3.63) و (3.64) , يكون لدينا 
[image: ]
التحويل الاكثر عموموية يعطى على النحو 
[image: ]
ان متجه متوسط العينة و مصفوفة التباين المشترك لـ  يعطيان على النحو 
[image: ]
[image: ]
مثال 3.9.1 احد الباحثين قدم تقرير عن نتائج تجربة حيث المواضيع استجابة الى "كلمات تحقيق" عند خمسة مواضع في جملة. المتغيرات هي زمن الاستجابة للكلمة التحقيقية الـ, , . البيانات معطاة في الجدول 3.5 

[image: ]
جدول 3.5 زمن الاستجابة لمواقع خمسة كلمات تحقيقية

      تلك المتغيرات متكافئة ( وحدات القياس نفسها و الاوساط و التباينات متشابهة) و البحاث يرغب بفحص بعض المركبات الخطية البسيطة. تامل المركبة الخطية التالية لغرض التوضيح:
[image: ]




اذا كانت  محسوبة لكل الـ  مشاهدة, نجد ان  مع متوسط  وتباين . تلك النتائج نفسها يمكن ان يحصل عليها باستخدام (3.54) و (3.55). متجه متوسط العينة و مصفوفة التباين المشترك للبيانات هي 
[image: ]
فحسب (3.54) 
[image: ]

وحسب (3.55) , .
   الان نعرف المركبة الخطية الثانية:
[image: ]
متوسط و تباين العينة لـ  هما  و . تباين العينة المشترك لـ  و  هو , حسب (3.56), .
    باستخدام (3.57) , نجد ان ارتباط العينة بين  و  هو 

[image: ]
الان نعرف ثلاثة دوال خطية
[image: ]
والتي يمكن ان تكتب بصيغة المصفوفة على النحو 
[image: ]
أو 
[image: ]
ان متجه متوسط العينة لـ  يعطى حسب (3.62) على النحو 

[image: ]
وان مصفوفة تباين العينة المشترك لـ  تعطى حسب (3.64) على النحو 
[image: ]
ان مصفوفة التباين المشترك  يمكن ان تحول الى مصفوفة الارتباط باستخدام (3.37):
[image: ]
حيث 
[image: ]
نحصل عليها من الجذر التربيعي لعناصر قطر المصفوفة .






3.9.2 خواص المجتمع
نتائج العينة في البند 3.9.1 بالنسبة للمركبات الخطية لها نتائج مجتمع نظيرة. ليكن  , حيث ان  متجه ثابت. فان متوسط المجتمع لـ  هو
[image: ]

وان تباين المجتمع هو 
[image: ]
ليكن , حيث ان  متجه ثوابت يختلف عن . تباين المجتمع المشترك لـ  و  هو 
[image: ]
حسب (3.12) ارتباط المجتمع لـ  و  هو 
[image: ]
[image: ]

اذا كان  يمثل مركبات خطية متعددة, فان متجه الوسط و مصفوفة التباين المشترك للمجتمع تعطيان على النحو 
[image: ]
[image: ]
التحويل الخطي الاكثر عمومية   له متجه متوسط مجتمع و مصفوفة تباين مشترك 

[image: ]
[image: ]



3.10 خواص عامة
3.1  اذا كان  لـ , بين ان  كما في (3.3).
الحل. 
 
                                                   .
3.2  اذا كان  لـ , بين ان  كما في (3.6).
الحل. حسب (3.4) لدينا 
 
                                                     

3.3 للبيانات في الشكل 3.3, بين ان .

[image: ]
الشكل 3.3 عينة من قيم  مع تباين مشترك صفري


الحل.  , :

[image: ]
3.4 بين ان , وهكذا تتحقق (3.15).
الحل.
[image: ]
              

الان 
 
                           
                          .



3.5 لـ  بين ان 
[image: ]
التي تم توضيحها في (3.27).
الحل. 
     [image: ]
    [image: ]
    [image: ]
3.6 بين ان  كما في (3.54), حيث , .
الحل.
 
                                                   .
3.7 بين ان  كما في (3.55), حيث , .
الحل. حسب (3.55) لدينا 
    
بما ان    اذن 
     
وعليه 
        
                                                   
3.8 بين ان  كما في (3.65).
الحل. حسب (3.63) و (3.64), 
[image: ]
والتي تتبع منها النتيجة مباشرة.
3.9 استخدم (3.76) لتحقيق (3.83), , حيث .
الحل.
[image: ]
3.10 استخدم بيانات الكالسيوم في جدول 3.3:
(a) احسب  باستخدام مصفوفة البيانات  كما في (3.29).
(b) احصل على  بحساب , , و , كما في (3.34) و (3.35) .
(c) جد  باستخدام (3.37).
الحل. الجواب معطى في المثالين 3.6 و 3.7.
************************************************************** 
3.11 لنعرف المركبات الخطية التالية للمتغيرات في جدول 3.3: 
[image: ]
(a) جد  و  استخدم (3.62) و (3.64).
(b) جد  من  باستخدام (3.37).

الحل.
[image: ][image: ]
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