
١

وزارة التعلیم العالي والبحث العلمي

القادسیةجامعة 

كلیة علوم الحاسوب والریاضیات 

قسم الریاضیات الطبیة 

النموذج الرياضي لدينامكيات  
مع الناقـلينتهاب الرئويلالا

By (Ong'ala Jacob, Mugisha Joseph, Oleche Paul)

كجزء من متطلبات نيل شهادة البكالوريوس في

علوم الرياضيات الطبية من كلية علوم الحاسوب والرياضيات

بحث تقدمت به

الطالبتان
دو داو زينب كريمو     نور فوزي علي

اشراف  
صالحد. ضياء غازيأ.م.

٢٠١٨- ٢٠١٧



٢

)الرحمن الرحيماالله  بسمِ  (

القرآنَ ما هو شفـاءٌ وننزلُ منَ  ((
الظالمينَ ورحمة للمؤمنين ولا يزيد

))الا خسارا

)صدق االله العظيم(

)من سورة الاسراء٨٢الآية (



٣

الأهداء
ن ساندنا وكان  نهدي ثمرة جهودنا في السنوات الدراسية الى م

بجانبنا في كل الظروف وهيأ لنا كل السبل لكي نصل
لك والدي ووالدتي،الى ما نحن عليه واخص بذ

وأيضاً جزيل الشكر لمن  
دم لنا مساعدتهُ خلال هذهِ السنواتق

الأربع وأخص بذلك رئيس قسمنا أ.م.د.ضياء غازي صالح
ثرد. وقـاص غالب وجميع الاساتذة الذين كان لهم ألأوأ.

الطيب في تعليمنا.
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الملخص
ھناك تقدم كبیر احرز لفھم وبائیات الامراض المعدیة حیث ان اكثر من ملیوني 
طفل في البلدان النامیة لا یزالون یموتون بسبب الالتھاب الرئوي كل عام. ومن 
الممكن ان تكون الجھود المبذولة للكشف الفوري عن انتشار الالتھاب الرئوي 

. في ھذه الورقة نقوم دینامیكیتھممكنا اذا ما فھمت التحكم فیھ امراً ومعالجتھ و
الرئوي بین الاطفال دون سن الخامسة. یتم تحلیل للالتھاببتطویر نموذج ریاضي 

. ونحن الدینامیكیةالنموذج باستخدام نظریة المعادلات الافتراضیة العادیة والنظم 
لیل استقرار نقاط التوازن وتحلیل ، وتحRoنستمد رقم اعادة الانتاج الاساسي، 

Eقط توازن حرة للمرض مستقرة محلیاالتشعب. اظھرت نتائج التحلیل ان ھناك ن f

Roعندما Eeوالتوازن المستوطن الفرید Ro>1عندما  . وبین التحلیل ایضا 1<
ھناك امكانیة للتشعب الى الامام.ان 
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المقدمة
و مرض یصیب الجھاز التنفسي، سریع الانتشار یتمیز الرئوي ھالالتھاب

بحالة رطبة في الرئتین وینتج عن الكائنات الدقیقة وھي: البكتریا والفطریات 
في الاصابة والطفیلیات والفایروسات. من بین اربعة الكائنات الحیة الدقیقة المحتملة

,[27]رئوي، یقال ان البكتریا ھي السبب الرئیسي التھاب لبالا خصوصا [18]
. البكتریا تدخل الرئتین، وتستقر في [9] ,[21] ,[23]ودیة الرئویةالعنق

تتضاعف في العدد. والحویصلات الرئویة والممرات الرئویة حیث تنمو بسرعة 
یح لان الجسم یحاول ان یخبئ تصاب تصبح ممتلئة بالسوائل والقمنطقة الرئة التي

.ویحد من دخول الاوكسجینھذا یجعل التنفس مؤلما .[24]العدوى 

قطیرات صغیرة ناتجة من لاستنشاقمعظم حالات الالتھاب الرئوي ھي نتیجة 
السعال او العطاس التي تحتوي على البكتریا وتصل ھذه القطیرات الى الھواء 

ان تحمل البكتریا في الفم عندما یصاب الشخص بالسعال او العطاس. ویمكن ایضاً 
التسبب في اي ضرر. ویشار الى ھؤلاء الاشخاص ن او البلعوم لشخص صحي دو

تین وتغزو لتسبب باسم الناقلین. بالنسبة الى الناقلین، یمكن للبكتریا ان تنتقل الى الرئ
العدوى وھذا ممكن عندما تقل حصانة او مناعة الفرد.

الرئویة في العالم النامي ومع راتوھناك معلومات محدودة عن انماط انتقال المكو
تجدر الاشارة الى ان عوامل الخطورة المرتبطة بانتشار المرض تشمل: سوء ذلك،

الفیروسیة في الامكان المغلقة، والعدوى التغذیة، وعدم الرضاعة الطبیعیة والتلوث
لھدف من الاھداف السابقة بین الآخرین وعلى الرغم من التركیز المتزاید على ا

لحد من وفیات الاطفال فان ما یقارب  ) لMDGالامم المتحدة (ظمةالانمائیة لمن
لتھاب الرئة كل عام في البلدان ملیون طفل لا یزالون یموتون من الا١.٩من 

ا یساھم الالتھاب الرئوي یوفي غین.من الموتى عالمیاً %) ٢٠النامیة، وھو ما یمثل (
ة المرض تتحدى رادإان% من وفیات الاطفال ومن الواضح١٦بنسبة تصل الى 

عاملة بالعقاقیر اعراضھ مع اعراض الملاریا ومن ثم احتمال اساءة المتداخل 
[12].یا المضادة للملار

التأخیرات الموت من الالتھابات الرئویة یمكن ان یحدث خلال ثلاثة ایام للمرضى و
[17]في اعطاء العلاج المناسب ربما لا تحفظ الحیاة.
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ول الفصل 
نموذج١- ١ اشتقاق ا

انتقال الالتھاب الرئوي بین السكان قید الدراسة بین اربع حالات وتعتبر دینامیكیات
في المعدیات والمستردة. على اساس حالة المرض، وھذا ھو الحساسون الناقلات، 

)، I)، المصابة (Sوینقسم الى: الحساس ()N، والحجم الكلي للمجتمع ھو (tزمن 
) بحیث:R) والمستردات (Cالناقلات (

N = S+C+I+R (1)

. نحن نفترض Ѵویشار الى معدل التوظیف للفرد في سكان المعرضین للخطورة 
ان المھاجرین المصابین غي مشمولین لأنھم غیر قادرین على السفر. یمكن ان 

او شخص مصاب تكون العدوى الجدیدة بسبب الاتصال المباشر مع اي من الناقلین 
ینظم الأفراد ʎبأعراض، حیث یتم الإشارة الى قوة العدوى من الحساسون بواسطة

او فئة المصابون بأعراض مع ƥالمصابون حدیثا الى فئة الحامل مع احتمالیة 
ین)لإظھار  الاعراض (المصابیمكن تغییر ان اوضاعھم الناقلات) p-1احتمالیة (

الأفراد لمسح كل البكتریا من الجسم وكسب p.لة ھناالمعادةباكتطیع ستن. ᶯبمعدل 
) منھم لا یزالون یحملون البكتریا الناقلین یمكن 1p-الحصانة الزمنیة في حین (

الأفراد لمسح كل ٩یستعید  ایضا یستعدون لكسب الحصانة الزمنیة بمعدل 
منھم لایزالون یحملون ) ١- ٩الجسم وكسب الحصانة الزمنیة في حین (البكتریا من 

. في ھذا ᵝالبكتریا الناقلین یمكن ایضا یستعدون لكسب الحصانة الزمنیة بمعدل 
النموذج، والحصانة الزمنیة ھي نتیجة لجمیع الطرق الممكنة التي قد تؤدي الى 

الموت الاعتیادیة بمعدل امكانیة اعادة الاصابة بمعدل التخلص من المرض 
نعرف قوة الاصابة بـ:والمرض المؤدي الى الموت بمعدل 

(2)

یكون احتمال ان جھة الاتصال ھي كافیة pھو معدل الاتصال وKحیث 
جمیع التعاریف والافتراضات، یتم اعطاء لتسبب العدوى. ومن خلال الجمع بین 
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:نموذج لدینامیكیات انتقل الالتھاب الرئوي بواسطة المعدلات التالیة

(3)

الايجابية والحدودية للحلول٢- ١
سلبیة والحلول تبقى ایجابیةرمتغیرات غین ال) ا٣من نموذج (مكن ان نلاحظی

وتبین لنا . ھنا المعلومات في النموذج یفترض ان تكون ایجابیة.t≤0لجمیع الوقت
:ایضا ان الحلول الممكنة مقیدة في منطقة

لتكن القیم الأولیة للمعلومات ھي )١-١(برھنةم

{s(0)≥0,I(0)≥0,C(0)≥0,R(0)=0and N(0)≥0}

{s(t),I(t),C(t),R(t), N(t)}وھو موجب لكل قیم

البرھان

)٣عند النظر في المعادلة الأولى في (أولا

لدینا 
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وبالتالي، 

)٣(بعد ذلك، نعتبر المعادلة الثانیة في 

.N,C,Rیمكننا المضي قدما بطریقة مماثلة لإثبات ایجابیة 

طوال الوقت وتبقى في المنطقة ١الحلول الخاصة بالنظام )٢- ١مبرهنة (

t≥0

البرهان
) والاستعاضة عنھا ١من (t. المشتقات فما یتعلق بالوقت ١عند النظر في المعادلة 

لدینا) ٣مجموعة المعادلات في (

ھو حجم السكان الأولي وھكذا =N0حیث 
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لدینا ١والمعادلة ٣.١باستخدام ھذه النتیجة جنبا الى جنب مع الماخذ 

وجمیع الحلول التي تبدأ في ) محصورةR,S,I,Cرى (وجمیع المتغیرات الاخNمما یعني ان 
.النھج، دخول او البقاء في 
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الفصل الثاني

)تحليل النموذج(
الفرعیة التالیة لتحدید القاعدة اتنقوم بتحلیل نموذج انتقال الالتھاب الرئوي استنادا الى الانقسام

.لمعالم لدینامیكیات الالتھابات الرئویةأعادة انتاج الرقم ومبدأ ا

)DFEالـ(تقرار التوازن الخالي من الامراضتحليل اس١-٢
) عن طریق مساواة الجانبین الأیمن من المعادلات في النموذج الى الصفر ٣لنموذج (في ا

او العدوى. وھنا نحدد الفئات الحاملة للمرض والعدوى ویصف النموذج في غیاب المرض
)Ef=(Sf,If,Cf,Rf)بوسطة)DFEابة كطبقات مرضیة، ویعطي (المص

) ٣للنموذج الذي یمثلھ نظام المعادلات في () فرید DFEھناك ()١- ٢مبرهنة (

البرهان

). وتظھر النتائج جمیع المشتقات ٣في نظام التكافؤ (ثبت ھذا الماخذ عن طریق استبدال 
ھو نقطة التوازن.)DFE(فر، وبالتالي تساوي الص

) لحساب ٣(وسنستخدم نھج المشغل الجیل القادم على النظام لأنشاء الاستقرار الخطي من
، لدینا، vوFباستخدام تدوین المصفوفتین R0يرقم الاستنساخ الاساس

عندما



١٢

ھي FV-1والقیم الذاتیة للمصفوفة 

) لدینا ٢(لذا من المبرھنة 

( 4)

البرھان <١) وغیر مستقرة عند  ٣من (یكون التوازن الخالي من المرض ) ٤.٢(مبرهنة
تعطي كما یلي:) ٣عند النظر في مصفوفة الجاكوبي للنموذج (

Trace[J

(5)Det[J

كلھا موجبة

Trace[Jلذا 

لا یمكن ان یكون سالبا البسط R0ومن ناحیة اخرى

وھذا یعني موجبة، یجب ان یكون المقاسم موجبا 

Det[J

و منذ

وھكذا 
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مستقرة محلیا بشكل متناظر عند ) ان ٥وتعني الحلول في (

EEاستقرار التوازن المتوطن  ٢-٢
حلول وتعرف كتحلیلات حالة Ee(تحلیل فركاتیون) ویشار الى التوازن المتوطن بواسطة 

Se, Ie}) ٣للنموذج ( ,Ce,Re}=Ee

اي موجودة ولیست نقطة توازن نقطة توازن متوطن فریدة لكل )٢- ٢مبرهنة (

متوطن خلاف ذلك

البرهان

ووالدلیل على ان المرض متوطنا، 

(6)
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) لدینا ٦من التفاوت الأول من (

باستخدام حقیقة 

( 7)

) لدینا٦ومن التفاوت الأول من (

( 8)

نحصل على٧في٨تعویضوعند 

( 9)

.وھكذا یوجد توازن متوطن فرید عند

الاستقرار المحلي للتوازن المتوطنتحليل١- ٢- ٢
معیار روث ھورویتزرار المحلي للتوازن المتوطن بتطبیققنحن ندرس الاست

ھو مستقر محلیا في٣من النظام eEالتوازن المتوطنإذا)٣- ٢مبرهنة (
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البرهان
JEeعند النظر في مصفوفة جاكوبي في التوازن المتوطن بواسطة 

نحصل على معادلة JEeتعرف كقوة العدوى عند التوازن المتوطن حیث یتم تعریف عندما
. بحیث تصبح المعادلة الممیزة ٤×٤ھو مصفوفة وحدة Iممیزة

ھورویتز، لدینا المصفوفة-وبالتالي من المعیار روث

عندما

ھورویتز- وفقا لمعیار روث
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Eeمستقر محلیا إذا كان

تحليل التشعب٢- ٢- ٢
رات الحل بسبب تغییر المعلمة. وتسمى النقطة التي التشعب ھو تغییر نوعي في طبیعة مسا

یحدث فیھا ھذا التغییر نقطة التشعب. عند نقطة التشعب، یتغیر عدد من نقاط التوازن او 
فان الأمراض المعدیة لن تصیب السكان ما لم عندماخصائص استقرارھا او كلیھما. 

لتكنینص على خلاف ذلك. نحن نثبت أستخدام مركز نظریة إمكانیة التشعب 

سنستخدم لذلك 
) في النموذج التالي: ٣) و (٢(

)١٠(

لكل) ، یتم حل ٤(باستخدامكمقیاس متفرق نختار لذا س

)١١                             (

) في التوازن الحر للمرض ١٠وتعطى مصفوفة التحریر ( مع المتسقة مع  تعطى 
بواسطة:
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) لـ(. المتجھ الذاتي الایمن (اذا كان ـصفر ھو قیمة ذاتیة بسیطة ل

ترتبط مع المتجھ الذاتي الصفري تعطى بواسطة 

عندما

المقابل لقیمة الصفر یعطي بواسطة لـ(والمتجھ الذاتي الأیسر 

عندما

نحن الآن نعید صیاغة نظریة ذكرھا كاستیلو تشافیز وسونغ
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[2])٤- ٢مبرهنة (

التفاضلیة العادیة مع المعلمة عند النظر في النظام العام التالي للمعادلات

و 

نفترض:Φ)لكل 0Ξf(0,Φ)ث  حی(نقطة توازن للنظام   0عندما 

؛0عند تقییمھا عند مع 0ھي المصفوفة الخطیة للنظام حول نقطة التوازن 

الاجزاء الحقیقیة تحويAمن وجمیع القیم الذاتیة الأخرىAالصفر ھو المتجھ البسیط من -٢
.السلبیة

المقابلة الى القیمة الذاتیة الصفریة لیكن المتجھ الأیسر لھا المتجھ Aمصفوفة -٣
)fمكون لـ(یكون 

( 12)

( 13)

، bو aتحدید كلي بواسطة x=0حول ١لذلك الدینامیكیات المعلیة للنظام 

a>0  , b>0 وعندما 1-

عندما وموجود غیر متقارب عند التوازن مستقر وھو مثبتھو تقارب محلي 

معلب ومتقارب محلیاھو غیر مستقر وموجود وسا,

مستقرا محلیا بشكل غیر منتظم، وھناك )،٠,٠یكون(وھو غیر مستقر عندما
توازن إیجابي غیر مستقر. 
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٤-b>0 ،a<0 من سالب الى إیجابي، ، عندما یتغیرx=0 یتغیر استقراره من مستقر
یصبح التوازن السلبي غیر المستقر محلیا مستقر بشكل متناظرالى غیر مستقر. وفي المقابل

) في العمل أدناه٤.٥یظھر الحساب الجبري من نظریة (

) فھي صفریة بالتالي، ١٣) و (١٢اما بقیة المشتقات الثابتة التي توجد في (

a<0

( 14)

(15)

0>b

الى ان ھناك تشعب الى الامام في ١٥و١٤تشیر النتائج في ٤.٥باستخدام النتائج في نظریة 
.وھناك توازن واحد على الاقل مستقرة متوطنة عند 
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المحاكاة العددية٣- ٢- ٢
الوقت ویتم اجراء المحاكاة العددیة مرور لمراقبة دینامیكیات نموذج الالتھاب الرئوي مع

التي ستستخدم المحاكاة ١وتستمد المعلومات الواردة في الجدول MAPLE١٤.٠باستخدام 
الى بیانات الاطفال دون سن الخامسة وقد استمدت بعض القیم المعینة للمعلومات من الادبیات 

تباین معلومات اخرى في الوبائیة وقاعدة البیانات منظمة الصحة العالمیة في حین سمح ب
وباستخدام قیم المعلومات تظھر المحاكاة العددیة على انھ من المرجح الفترات الزمنیة الممكنة

حیث لا امامي )Transcriticalان یحدث تشعب (
خالیة من المراض ومعدل تكاثر منخفض یوجد سوى نقطة توازن مستقرة واحدة 

) ومن المھم ان نستخلص انھ لا یمكن ان aو b(١اعلا قلیلا (انظر الشكل ون عندما یك
في النماذج ذات الطبقات المعدیة یكون ھناك توازن متوطني واحد الا عندما یكون 

متعددة المجموعات فان التشعب الامامي موجود عادة وھذا یمكن ان یكون السبب في وجود 
عب الى الامام لنقل الالتھاب الرئوي الدینامیكي التش

ترجمة النموذج البيولولجي ومضامينه٤- ٢- ٢
وتشیر نتائج تحلیل النموذج الى ان استراتیجیة مكافحة الامراض المحتملة ستكون للحد من 

٤دة كتابة اعاعدد الاصابات الثانویة الجدیدة (اي الحد من قیمة رقم الاستنساخ الاساسي 

وھذا یعني ان الوقت الذي یقضیھ في kیتناسب طردیا مع مدل الاتصال ومن الواضح ان 
الطبقات المرضیة 

ومتوسط الوقت الذي یقضیھ في الطبقات المرضیة یضمن الحد من معدل الاتصال 
الذي یقضیھ في الطبقات المرضیة عندما فمن الممكن للحد من الوقت المتوسط ان 

) وعندما (یتم تخفیض معدلات النقل بین الناقل والفئات المصابة 

). ویشیر ذلك الى یتم زیادة معدل النقل من الطبقات المرضیة (
ین الحجر الصحي (حیثما أمكن)، والتشخیص الفوري والعلاجي للناقلین والاشخاص المصاب

قد یؤدي الى الحد من الاصابات الجدیدة الى الصفر. وھناك اشارة الى السیطرة على الالتھاب 
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ویدل ذلك على ان في تحلیل في وجود تفرعتشیر الى نتائج الرئوي عن طریق الحد من 

المرض یستطیع ان یحذف من السكان بواسطة فقط تقلیل الـ 

المناقشة
نجاح دینامیكیات انتقال العدید من أوقد استخدمت النماذج الریاضیة للأمراض المعدیة في 

وكان ھدفنا الامراض وقد نما استخدام ھذه النماذج بشكل مطرد منذ منتصف القرن العشرین 
دینامیكیات انتقال الالتھاب الرئوي مع الاخذ لتقدیم شرح ریاضي ھو بحثالاالرئیسي في ھذ

لاعتبار دور الناقلین وتدابیر الاجراءات في الارسال ونحن نعتبر فقط الالتھاب الرئوي بعین ا
.البكتیري لأنھ ھو الاكثر شیوعا بین الاطفال الذین ھم تحت سن الخامسة من العمر

النموذج الذي ناقشناه ھنا یستند على النموذج الأولي الذي تمت دراستھ بواسطة 
)Doura(نامیكیات انتقال الامراض المعدیة بھدف اقتراح تدابیر وآخرون عند دراسة دی

التشعب.السیطرة فمن الطبیعي النظر في استقرار نقاط التوازن وامكانیة 

وجود واستقرار نقاط التوازن ووجود نقطة التشعب. وتشیر نتائجنا في ھذه الورقة انشأنا 

ویصبح غیر صبح التوازن الحر للمرض مستقراً یالرئیسیة الى انھ عندما یكون 

طة التوازن المتوطنة اي تغیر طبیعتھا الى عدم . الاستقرار المحلي لنقدمستقر عن

عن طریق سوء التفرغ الامامي ھذا المسح یشیر تعتبر القیمة الحرجة الاستقرار عند 
وتتفق معظم ثرة بمرض الالتھاب الرئوي متحققة عندما تقل الى اجراءات التحكم المؤ

). ومع ذلك، فقد حققنا بعض النتائج المثمرة ٥النتائج في ھذه الورقة مع تلك الواردة في (
لأھتمام في المحاكاة العددیة. والحد من معدلات نقل بین الناقل والطبقة المصابة یقلل من 

استراتیجیة السیطرة التي یمكن استخدامھا لدینامیكیات الالتھاب انتشار المرض. ھذه ھي 
.الرئوي 
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الملحق
Table (1)قیمة المعلمة

SourceValueParameter

[5]N0µѴ

Estimated1-10 per dayK

[5]0.89 to 0.99P

Expressed as in (2)KP

[5]0.001124

(13 , 14)0.338

[5]0.00274 to 0.01069 per day

[26]0.0238 to 0.0476 per day

[5]0.5 to 1q

Estimated0.33

Estimated0. 2

[20]0.00020 per day

[11]0.0115
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Table (2)إقران نموذجین للوسائل (اختبار للتباین الكبیر(

Infected populationInfected population
Statistics

2.1705992632.486300321Mean
20.7220211120.90683033Variance
100100Observations

Mean Difference=0Hypothesis
99df
9.408577558t Statistics
2.1344x10-15P-Value
1.9842169t Ceitical

یمثل الخط المستوى)b(ووى) المستaمخطط التشعب الأمامي في ((1)مخطط

والتوازن المتوطن ن الحر للمرضزھناك توازنان مستقران (التواالمستمر استقرارا مستقرا 
ویمثل الخط المنقط الحر لـ
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الأربعة مع تتوافق المنحنیات ٣مقابل    لـ Sصورة الطور الطردي للـ   (2)مخطط
على التوالي كلھم یتلاقون في الشروط الأولیة 

كما في (ب) عندما یتم رسم المؤامرة. والتي تبین الاستقرار و
العالمي المتناظر للتوازن 

اقل یتم رسم الخط ) الدینامیات الي تراعي معدلات التفاعل المصابة بالنa((3)مخطط
و بینما یتم رسم الخط المنقط عند و المستمر عند

الدینامیات التي تنظر في معدل استرداد معدلات نقل المصابین والمصابین 

ا یتم رسم الخط المنقط  بینمو بالناقل. یتم رسم الخط المستمر عند
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و ) a(٣محاكاة النموذج (4)مخطط
مع )b(وجمیع المعلومات الأخرى ھي نفسھا

و 


