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 الملخص

حل المعادلات التفاضلية الجزئية باستخدام الطرق العددية . تناول البحث دراسة حل المعادلات في هذا البحث درسنا 

، وتم استخدام طريقة الشبكة للعقد العددية و التي تمثل حالة من الناقصي و الزائدي التفاضلية الجزئية من النوع الماكفئ و 

حالات الفروق المحددة . حيث ميزنا في البحث نوعين من الحل وهما الحل الداخلي و الحل الحدودي حيث الحل الداخلي 

بالاضافة الى ايجاد الحل التحليلي دية للشبكة يعتمد على العقد الداخلية للشبكة اما الحل الحدودي فيعتمد على العقد الحدو

كما تطرقنا الى ايجاد حل مسألة لابلاس و مسألة بواسون ومسألة ديريشيلي الحدودية لاهمية للمعادلات لمقارنة النتائج ، 

قمنا باشتقاق  هذه المعادلات في الجانب التطبيقي تم استخدام برنامج ماتلاب لايجاد قيم الجداول لقيم الفروقات الحدودية.

 صيغة جديدة تعالج مسألة حل المعادلات التفاضلية الجزئية التي تحتوي على ثلاث متغيرات مستقلة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 



 

 الاية

 بسم الله الرحيم الرحيم

هو قانتٌ آناءَ اللَّيلِ ساجداً وقائماً يَحذَرُ الآخرةَ ويَرجو  أَمَّنْ)) 

رحمةَ ربِّهِ قلْ هل يستوي الَّذين يعلمونَ والَّذين لا يعلمونَ 

 9اية -المزمر       ((إنَّما يَتَذكَّرُ أولوا الألباب 
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Abstract: 

In this paper we studied the solution of partial differential equations using 

numerical methods. The paper includes study of the solving partial differential 

equations of the type of parabolic, elliptic and hyperbolic, and the method of the net 

was used for the numerical nods, which represents a case of finite differences. We have 

two types of solution which are the internal solution and boundary solution. The 

internal  solution is based on the internal nodes of the net. The boundary solution 

depends on the boundary nodes of the net, in addition to finding the analytical solution 

of the equations to compare the results. We also discussed solving the problem of 

Laplace, Poisson, For the importance of these equations in the applied side, Matlab was 

used to find the values of tables for the values of border differences. We have derived a 

new formula for the solution of partial differential equations containing three 

independent variables. 
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 لمقدمةا

 التفاضلية المعادلاتيمكن ان توصف  باستخدام  والتكنولوجيا الفيزياء في المسائل من كبير عدد هناك

 بمعادلات المختلفة الفيزيائية الطبيعة ذات الثابتة الحالة عمليات وتوصف (.الرياضية الفيزياء معادلات) الجزئية

 في فقط الناقصية للمعادلات يةالحدود قيمال لمسائل دقيقة حلول على الحصول الممكن ومن .ناقصي نوع من

 والآن وفعالة، عالمية الأكثر الطرق من واحدة . عدديا   الغالب في المسائل هذه حل يتم لذلك،. خاصة حالات

 طريقة أو المحددة  اتقوالفر طريقة هو الرياضية، الفيزياء لمعادلات العددي للحل واسع نطاق على تستخدم

 .الشبكة

 النقاط من منفصلة مجموعة استبدال يتم حيث،للمناطق  المستمر التغيير. يلي كما هو الطريقة هذه جوهر

باستبدال دوال مستمرة بدل دوال معرفة بالشبكة وتسمى بدوال الشبكة وكذلك . شبكة يسمى ما وهو ،(العقد)

 يةالحدود قيمال مسألة عن يستعاضاستبدال المشتقات الموجودة في المعادلة التفاضلية بدل مشتقات الفروق حيث 

 هذه تسمى ما وغالبا(. الفرق أو الشبكة معادلات) خطية غير أو خطية جبرية معادلات بنظام التفاضلية للمعادلة

 . الفروق نظم باسم النظم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

2 

 التفاضلية الجزئية: المعادلات . تصنيف1

 :الشكل لها ين مستقلينمتغيرب الثانية الرتبة من الجزئية التفاضلية لمعادلاتل  العامة الحالة

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑈, 𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑥𝑥, 𝑈𝑥𝑦 , 𝑈𝑦𝑦) = 0   … … … … … … (1) 

,𝑈𝑥 معتمد ، متغير   Uمتغيرات مستقلة ،    x,yبحيث   𝑈𝑦 , 𝑈𝑥𝑥, 𝑈𝑥𝑦 , 𝑈𝑦𝑦 .المشتقات الجزئية 

 يمثل للحل البياني الرسم اي تحويل المعادلة الى دالة، ان  U(x,y)  يعرف حل المعادلة التفاضلية بانه دالة 

وغير  ،من الدرجة الاولى مشتقاتها وجميعالدالة  كانت إذا خطية تكون المعادلة إن ويقال  .لهذه الدالة السطح

 :التالي بالشكل الخطية المعادلة كتابة يمكن مضروبة ببعضها البعض.

𝐴(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑥 + 𝐵(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 𝐶(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦𝑦 + 𝐷(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝐸(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑅(𝑥, 𝑦) … … … (2) 

𝐷 المقدار     على ويطلق = 𝐵2(, 𝑦) − 4𝐴(𝑥, 𝑦)𝐶(𝑥, 𝑦) ( 2مميز المعادلة) .علامة على اعتمادا D  

 :أنواع ثلاثةوتوجد هناك ( 2) الخطية الجزئية التفاضلية المعادلة اصناف نميز 

 (معادلة تفاضلية من النوع الزائديHyperbolic   اذا كان )𝐷 > 0 

 ( معادلة تفاضلية من النوع المكافئParabolic   اذا كان )𝐷 = 0 

 ( معادلة تفاضلية من النوع الناقصيElliptic   اذا كان )𝐷 < 0 

 

 :كوشي مسألة ، الشروط الابتدائية والحدودية. 2

 .كوشي مسألة سمىت معينة، بتدائيةشروط االتي تحقق  التفاضلية للمعادلة خاص حل إيجاد مسألة  :تعريف 2.1

 لعثورايجب  التفاضلية، المعادلة ولحل تطبيقاتها، في فروع الرياضيات أهم من واحدة هي التفاضلية المعادلات

 .معينة عملية أو ظاهرةنوصف  خلاله من الذي قانون  نضعبحيث يمكن ان  ، دالة معينة على

 

،  y(x)هو ايجاد حل للمعادلة المعطاة على شكل دالة   )x,y)y'=fمن النوع  حل مسألة كوشي  تعريف: 2.2

 العمل هذا في .والحدود الأولية الشروط تحديد يتطلب لانهائية مجموعة من حل اختيار  تحقق الشروط الابتدائية.

 . B  حدود و R مغلق و مستمر مجال نأخذ
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 .يةوالحدود الابتدائية الشروط إعطاء تم إذا للمعادلة التفاضلية حل إيجاد من بد لا فإنه وبالتالي،

 

 من النوع الناقصي: . المعادلات التفاضلية3

 تأتي ما عادة (إنتشار الحرارة، نقل الذبذبات،)) المختلفة الفيزيائية الطبيعة ذات التصادفية العمليات دراسة عند

 : لابلاس معادلة لنأخذ. ناقصي نوع من معادلات

∆𝑢 = 0 

∆𝑢 = 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
2 + ⋯ +

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑛
2

= 0 … … … . (3) 

 وتحقق  الثانية الرتبة حتى مشتقاتها معهذه المنطقة  في مستمرة كانت إذا T المنطقة فيتوافقية  الدالة تدعى

 .لابلاس معادلة

 

  :الحراري الحقلار استقر.4

 :التفاضلية الحرارة معادلةتحقق  المستقر غير الحراريدالة الحرارة في الحقل 
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 Rمنطقة  -1-شكل
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 اذا كان الحقل مستقر فان المعادلة تكون بالشكل:

0u 

 (  تصبح بالشكل الاتي:3فان معادلة )  f، اذا كان لدينا مصدر للحرارة   u=u(x,y,z)بحيث   

∆𝑢 = −𝑓 … … … . (4) 

𝑓بحيث   =
𝐹

𝑘
   ،F-  بواسون معادلة تسمى ما غالبا( 4) المعادلة. الحراري المصدر كثافةهو. 

تكون   Rداخل المنطقة     u(x,y,z)، مسألة استقرار التوزيع الحراري    B، والحدود  Rلنأخذ المنطقة  

 بالطريقة الاتية:

(  وتحقق الشروط الحدودية التي يمكن ان تأخذ من 4)  وتحقق المعادلة   Rداخل المنطقة   u(x,y,z)نجد دالة  

 الانواع الاتية:

 
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑓2   على الحدودB   وهي تعبر عن مسألة جريان الحرارة على السطح وتسمى ،

 بمسألة نيومان.

 
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ ℎ(𝑢 − 𝑓3) = ، التي تعبر عن جريان الحرارة و واسطة نقل  Bعلى الحدود    0

 .الحرارة

دوال معطاة، و ان   h3,f2,f1f ,بحيث  
𝜕𝑢

𝜕𝑛
المشتقة على طول السطح . نلاحظ ان الدالة الثانية يجب ان تحقق   

 الشرط الاتي:

 
G

df 02 

 

 كنا إذا عندها فقط تكون العملية مستقرة.المنطقة يساوي صفر ،  حدود خلال الجريان إجماليانه اذا كان  أي

 فانها ،المنطقة خارج الحل كان إذا ،المسألة تسمى مسألة حدود داخلية فان ،Rالمنطقة   داخل حل عن نبحث

 .الوقت على عتمدي لافان استقرار العملية  ،ابتدائية  شروط هناك يكن لم إذامسألة حدود خارجية. 

 

 لتقريب المشتقات:المحددة  الفروق طريقة. 5

 :هي الشبكات، طريقة أو ، المحددة الفروق طريقة فكرة
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  Bلتقريب الحد   hBيكون مقيد بالحدود  الذي الشبكة مجال إنشاء يتم ،(الأبعاد ثنائية) R  مصطحة منطقة  في( 1

 (.2 الشكل) Rللمنطقة  

 

مجال الشبكة تستبدل بمعادلة الفروق )لتقريب المشتقات باستخدام ( المعادلة التفاضلية المعرفة في عقد 2

 الفروقات المحددة(.

        خطية معادلات نظام بواسطة  hB  والحدود hG  طقاللمن ية الحدود  و الداخلية العقد مخطط ربط يتم( 3

,𝑢(𝑥     (خطية غير أو) 𝑦) → 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)  .من مختارة مجموعة خلال من المستمر الحل تقريب يتم وهكذا 

 .من عقد مجال الشبكة المنفصلة القيم

 وعقد مجال الشبكة الاتية:  (x,y)لنأخذ الشبكة المبنية على سطح  

𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ , 

𝑦𝑖 = 𝑦0 + 𝑗𝑘 , 

0بحيث    ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 

 لمتغيرين وكالاتي:ستخدم مفكوك تايلر ن  xبالنسبة للمتغير  لتقريب المشتقة الاولى و الثانية 


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 Rو المنطقة   Bمجال الشبكة للحدود  -2-شكل
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𝑥̅بحيث     ∈ 𝑥𝑖 + 𝜃ℎ , 0 < 𝜃 < 1 

 نجد: xوبأخذ الحدين الاول و الثاني من المتسلسلة اعلاه ثم ايجاد الحل للمشتقة الاولى للمتغير  
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نستخدم نفس الطريقة لايجاد المشتقة الثانية مع ملاحظة انها سوف تظهر بدلالة المشتقة الاولى ثم يتم التعويض 

 عن المشتقة الاولى بما يساويها من الفروق لنحصل على:

)(
),(),(2),(
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  وبنفس الطريقة نستطيع ايجاد المشتقات الاولى و الثانية
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 .yللمتغير     

 قوالفر طريقة بواسطة التفاضلية المعادلة تقريبفي  الخطأ حجم على يعتمد الشبكة حجم اختياراساس  ان

 استخدام يتم الإجراءات، لحساب لذلك،.  للتحقيق قابل غير أو شاق العملية في النهج هذا فإن ذلك، ومع .ةالمحدد

و     hمن الخطوات من   مجموعة على الحل بناء يتم: مزدوج تحويل مخطط
ℎ

2
و     

ℎ

4
 المعادلات حل.   

 الموحدة، الإجراءات من جماعية حسابات إلى يؤدي المحدودة الفروقات طريقة بواسطة الجزئية التفاضلية

 .الأساليب هذه مثل برمجة بسهولة يتم وبالتالي

 

 :ات المحدودةالفروق في و بواسون لابلاس معادلات - 6

 :(4) بواسون معادلةان  ذكرتن

∆𝑢 = −𝑓 … … … . (4) 

 وهي نفسها المعادلة:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −𝑓(𝑥, 𝑦) … … … … (4) 
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 .للفروقات مخططات لبناء القوالب من العديد استخدام يتم ،الجانب العملي في

 يعطى بالشكل لاتي: "الصليب" اتقوالفر مخطط. 

 

 لمعادلة نيومن: قوالفر تقريب الان نكتبل

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
+

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘2
= −𝑓(𝑥, 𝑦) … … … (5) 

 وبالشكل التالي:  h=kبالنسبة لمعادلة لابلاس  سوف تكون الصيغة مشابها لكن  

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
+

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 0 

𝑢𝑖+1,𝑗 − 4𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 0 

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
[𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1] … … . . (6) 

𝑢(𝑥𝑖     الدالة أن ملاحظة ويمكن , 𝑦𝑖)   العقدة   في لابلاس لمعادلة الحل هي(i,j) لعقدا متوسط هي و 

 يمكن تمثيل الفروق المحددة بالمخطط الاتي: .المجاورة

 

 

 الفروق المحددةمخطط  -4-شكل 
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سوف يكون حسب المعادلة لابلاس في شبكة منتظمة للتقريب وحسب المخطط المعطى اعلاه بالنسبة لمعادلة 

 الاتية:

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
[𝑢𝑖+1,𝑗+1 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1 + 𝑢𝑖−1,𝑗−1 + 𝑢𝑖−1,𝑗+1] … … . . (7) 

 :لابلاس لمعادلة ديريشليت مشكلة حللناخذ 

∆𝑢 = 0  , 𝑃(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, 𝑢(𝑃) = 𝜑(𝑃) , 𝑃 ∈ 𝐵 … … … … (8) 

 .دالة مستمرة  𝜑(𝑃)بحيث  

 التابعة العقد وتسمى، جاورةواحدة بالعقد المت مسافة على الموجودتين العقدتين تسمىة، مربعال الشبكة حالة في

 من الحدودية العقدب الأقل، على واحدة داخليةمجاورة  عقدة لها التي العقد وتسمى .الداخليةبالعقد  الداخلي للجزء

 تجميع نظام على نحصل ،(6) وحسب معادلة ،ةمحدودال قوفرال طريقة بواسطة( 8) المعادلة حل .الأول النوع

𝑥𝑖)مجال توزيع العقد      من داخلية عقدة لكل , 𝑦𝑗) ∈ 𝑆ℎ   . 

 : ( نجد8في )  من الشرط الحدودي

𝑢(𝐴) = 𝜑(𝐴) … … … (9) 

 .Bاقرب نقطة من الحدود    Aحيث  

 

 باستخدام طريقة الشبكة:. حل المعادلات التفاضلية الجزئية المكافئة 7

 التي تحقق المعادلة: u(x,t)لنأخذ  مسألة الحرارة : لايجاد دالة  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 u(x,0)=f(x)  ,  ( 0 < x < s)مع الشروط الابتدائية:   

,𝑢(0والشروط الحدودية :    𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝜓(𝑡) ( 𝑡 > 0) 

𝑡   الشريط في العقد من مستطيلة شبكة، نأخذ   الشبكة طريقة بواسطة السابقة للمسألة التقريبي الحل لإيجاد ≥

0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠 ،متوازيةال خطوطال من مجموعتين تقاطع نقاط: 

𝑥 = 𝑖ℎ , (𝑖 = 0,1, … ) 



 

9 

𝑡 = 𝑗𝑘 , (𝑗 = 0,1, … ) 

 الان لنضع:

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ , 𝑡𝑖 = 𝑗𝑘 

𝑢𝑖𝑗 = 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑡𝑗) 

𝑥𝑖)عند كل عقدة داخلية  لنجد الاستبدال التقريبي الان  , 𝑡𝑗)    للمشتقة الثانية
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
  : 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
≈

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
 

𝑥𝑖)الاستبدال التقريبي عند كل عقدة داخلية   , 𝑡𝑗)    للمشتقة الاولى
𝜕𝑢

𝜕𝑡
: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
≈

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑘
 

 الحرارة نجد:وبالتعويض عن هذه التقريبات في معادلة 

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑘
= 𝑎2

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
 

 اتقوالفر معادلاتلذلك سوف نحصل على  . ضمني هو والثاني واضح، مخطط هو الأول قوالفر مخطط

 .2O(k+h(ذات دقة   التقريبية والمعادلة عقد أربع في الحل قيم يتضمن

𝜌لنضع   =
𝑎2𝑘

ℎ2
 الاخيرة الى النموذج الاتي:، نحول المعادلة  

𝑢𝑖,𝑗+1 = 1 − 2𝜌𝑢𝑖𝑗 + 𝜌𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 

 :يلي ما الاعتبار في يوضع أن ينبغي المعادلة اعلاه  في عدد  اختيار عند

 اصغر ما يمكن. قوالفر بمعادلة التفاضلية المعادلة استبدال في الدقة  كونت أن يجب 

 مستقرة قوالفر معادلة تكون أن يجب. 

0تكون الصيغة )    ( مستقرة اذا كان    < 𝜌 ≤
1

2
𝜌. كصيغة مبسطة للمعادلة )   ( يأخذ     =

1

2
: 

𝑢𝑖,𝑗+1 =
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

2
… … … … … ( 10   ) 
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𝜌و عند    =
1

6
: 

𝑢𝑖,𝑗+1 =
1

6
𝑢𝑖−1,𝑗 + 4𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗  

 

 مثال:7.1

 ( جد تقريب حل المعادلة الاتية:  10بأستخدام معادلة  الفروقات )

𝑢𝑡 = 8𝑢𝑥𝑥 ,  

𝑢(𝑥, 0) = 13 sin
𝜋

2
𝑥  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(0, 𝑡) = 0  , 0 ≤ 𝑡 

𝜌اي ان  (   10وبأستخدام معادلة  الفروقات  )   h=0.25نختار    xبالنسبة للمتغير   =
1

2
  tبالنسبة للمتغير   

𝑘فاننا نجد ان :   =
𝜌ℎ2

𝑎2
= 0.0039 : 

𝑢𝑖,𝑗+1 =
𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

2
 

𝑢𝑖,1 =
𝑢𝑖+1,0 + 𝑢𝑖−1,0

2
 

𝑢1,1 =
𝑢2,0 + 𝑢0,0

2
=

1

2
(9.1924 + 0) = 4.5962 

𝑢2,1 =
𝑢3,0 + 𝑢1,0

2
=

1

2
(12.0104 + 4.9749) = 8.4927 

 .i=1,2,3,4,5,6,7,8   ،j=1,2,3,4,5,6,7,8وهكذا لنكون جدون بقيم الدالة عند بعض العقد 

 

 من اجل المقارنة:الحل التحليلي للمعادلة المعطاة يمكن ايجاده 
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𝑢̃(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑒−2𝜋2𝑛𝑡𝐵𝑛 sin
𝜋𝑛

2
𝑥

∞

𝑛=1

 , 

 بحيث:

𝐵𝑛 =
2

2
∫ 13 sin

𝜋

2
𝑥 sin

𝜋𝑛

2
𝑥

2

0

 𝑑𝑥 ≠ 0 , 𝑛عند = 1 

𝐵1 = 13 ∫ sin2
𝜋

2
𝑥

2

0

 𝑑𝑥 =
13

2
∫(1 − cos 𝜋𝑥)

2

0

 𝑑𝑥 =
13

2
[𝑥 −

1

𝜋
sin 𝜋𝑥]

0

2

= 13 

 وبهذا نجد:

𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 13𝑒−2𝜋2𝑡 sin
𝜋

2
𝑥 

𝑢̃|  الدقة  ومعامل للمسألة الدقيق الحل قيم إعطاء يتم ادناه الجدول من الأخيرين السطرين في − 𝑢|     عند 

t=0.0312 . 

 

وهنا يمكن ايجاد بقية القيم حسب الجدول الاتي:
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 حل المعادلات التفاضلية الجزئية الزائدية بأستخدام طريقة الشبكة:.8

 :تحقق المعادلة الاتية   u(x,t)دالة   على ثم محاولة العثور الحرة التذبذبات لنأخذ مسألة

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 مع الشروط الابتدائية:

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) ,
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜑(𝑥)  , 0 < 𝑥 < 𝑠 … … … … … ( 11  ) 

 والشروط الحدودية:

𝑢(0, 𝑡) = ∅(𝑥) , 𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝜓(𝑡) , 𝑡 > 0 … … … … . . (  12 ) 

𝑡بطريقة مشابهه لطريقة ايجاد الحل للنوع المكافئ عند القطعة   ≥ 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠 : وعند العقد 

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ , 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛  , 𝑡𝑗 = 𝑗𝑘  , 𝑗 = 0,1, … 

 ( بعلاقة الفروقات   نجد:11) بأستبدال المشتقات في معادلة 

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘2
= 𝑎2

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
 

𝛼لنفرض ان  :   =
𝑎𝑘

ℎ
 نجد معادلة الفروقات الاتية:  

𝑢𝑖,𝑗+1 = 2𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝛼2𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗

+ 𝑢𝑖−1,𝑗 … … … … . (13) 

𝑢𝑖,𝑗+1 = 𝛼2𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1 … … … … . . (14) 

𝛼وبشكل خاص اذا كان   =  ( بالشكل الاتي:14تصبح المعادلة ) 1

𝑢𝑖,𝑗+1 = 𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1 … … … … . . (15) 

  (j+1)عند العقدة    u(x,t)انه لايجاد قيم الدالة  ( 14من معادلة  )واضح 

 (   . 4)  حسب الشكل  (j-1)و    j  نستخدم قيم الدالة عند  العقد 

 (  4شكل  )   
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، التي يمكن ان تحدد  j=0  ,j=1عند اول عقدتين    u(x,t)معرفة قيم الدالة  للحسابات الابتدائية من الضروري 

 الثلاث الاتية: باستخدام احدى الطرق

 الطريقة الاولى:

( نستبدل المشتقة  17بالشروط الابتدائية  )
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
 بالفروقات المحددة:  

𝑢𝑖1 − 𝑢𝑖0

𝑘
= 𝜑(𝑥𝑖) = 𝜑𝑖 

𝑢𝑖1 = 𝑓𝑖 + 𝑘𝜑𝑖   , 𝑢𝑖0 = 𝑓𝑖 

 الطريقة الثانية:

نستبدل المشتقة   
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
بالفروقات       

𝑢𝑖1−𝑢𝑖,−1

2𝑘
.  =j-1عند العقدة    u(x,t)قيمة الدالة    i,u-1بحيث    

 وبالتالي نحصل على:

𝑢𝑖1 − 𝑢𝑖,−1

2𝑘
= 𝜑𝑖 

 𝑢𝑖0 = 𝑓𝑖 

 ( نحصل على:21في معادلة  )  j=0بالتعويض عن  

𝑢𝑖,1 = 𝑢𝑖+1,0 + 𝑢𝑖−1,0 − 𝑢𝑖,−1 

𝑢𝑖0 = 𝑓𝑖   , 𝑢𝑖1 =
1

2
𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖−1 + 𝑘𝜑𝑖 

    

 :مثال8.1

 بأستخدام طريقة الشبكة جد حل المعادلة التفاضلية الجزئية:

𝑢𝑡𝑡 = 16𝑢𝑥𝑥 

𝑢(𝑥, 0) = 2 sin
𝜋

4
𝑥  , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜋 sin

𝜋

4
𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 , 

𝑢(0, 𝑡) = 0 , 𝑢(4, 𝑡) = 0  , 𝑡 ≥ 0 
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النتائج بالحل التحليلي ثم نقارن   i1uنجد القيم العددية  وبأستخدام الطريقة الاولى و الثانية  h=0.5لنأخذ   

𝑘من خلال العلاقة   للمعادلة. =
ℎ

𝑎
𝑘والتي تساوي     kيمكن ايجاد قيمة    =

1

8
= النتائج العددية .  0.125

 موجودة في الجدول ادناه.

 الطريقة الاولى:

 من خلال الصيغة:لاول مستويين من العقد يتم حسابه  يمكن ايجاد قيم الدالة

𝑢𝑖1 = 𝑓𝑖 + 𝑘𝜑𝑖 = 2 + 𝑘𝜋 sin
𝜋

4
𝑥𝑖   , 𝑢𝑖0 = 𝑓𝑖 = 2 sin

𝜋

4
𝑥𝑖 

 (. 5فتظهر القيم كما موضح في الجدول ) 

 

 الطريقة الثانية:

 يمكن ايجاد قيم الدالة لاول مستويين من العقد يتم حسابه من خلال الصيغة:

𝑢𝑖1 =
1

2
𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖−1 + 𝑘𝜑𝑖 = (sin

𝜋

4
𝑥𝑖+1 + sin

𝜋

4
𝑥𝑖−1) + 𝑘𝜋 sin

𝜋

4
𝑥𝑖 

𝑢𝑖0 = 𝑓𝑖 = 2 sin
𝜋

4
𝑥𝑖 

 (. 6فتظهر القيم كما موضح في الجدول ) 

 لايجاد الحل التحليلي نستخدم الصيغة الاتية:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑(𝐴𝑛 cos
𝜋𝑛

4
𝑎𝑡 + 𝐵𝑛 sin

𝜋𝑛

4
𝑎𝑡) sin

𝜋𝑛

4
𝑥

∞

𝑛=1

 

 بحيث :

𝐴𝑛 =
2

4
∫ 2 sin

𝜋𝑥

4
. sin

𝜋𝑛𝑥

4

4

0

𝑑𝑥 ≠ 0 , 𝐵𝑛 =
2

𝑎𝜋𝑛
∫ 𝜋 sin

𝜋𝑥

4
. sin

𝜋𝑛𝑥

4

4

0

𝑑𝑥 ≠ 0 

𝑛 = 1,   𝐴1 = ∫ sin2
𝜋𝑥

4

4

0

𝑑𝑥 =
1

2
[𝑥 −

2

𝜋
sin

𝜋𝑥

2
]

0

4

= 2  , 
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  𝐵1 =
1

2
∫ sin2

𝜋𝑥

4

4

0

𝑑𝑥 =
1

4
[𝑥 −

2

𝜋
sin

𝜋𝑥

2
]

0

4

= 1 .   

 ومن خلال ايجاد حدود الحل التحليلي نجد انه يساوي:

𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 2 cos 𝜋𝑡 + sin 𝜋𝑡 sin
𝜋

4
𝑥 

 

 الطريقة الاولى -5-شكل 
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 في اعطاء حل اكثر دقة. وبمقارنة النتائج نجد ان الطريقة الثانية هي افضل

 

 لي بأستخدام طريقة الشبكة:يحل مسألة ديرش.9

 يمكن ان تكتب بالشكل الاتي: ذات الشروط الحدودية . معادلة ديرشيلي هي معادلة بواسون 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) … … … … … … . (  16   ) 

 والشرط الحدودي:

𝑢|𝐵 = 𝜑(𝑥, 𝑦) 

,)𝜑حيث   𝑦)  .دالة مستمرة 

 ثم نقوم بحساب قيم الشبكة:  h,kنقوم باختيار قيمة  

𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ   , 𝑦𝑗 = 𝑦0 + 𝑗𝑘  , 𝑖, 𝑗 = 0, ±1, ±2, …   ,   

𝑥𝑖)نقوم بأستبدال قيم المشتقات و الدالة بقيم الفروقات عند كل العقد    لايجاد الحل عند النقاط الداخلية     , 𝑦𝑗)   

.  

 الطريقة الثانية -6-شكل
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𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
+

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘2
= 𝑓𝑖𝑗 … … … … … ( 17 ) 

 وبالتالي نحصل على المعادلة الاتية:  h=kلتبسيط هذه المعادلة الجبرية فاننا نأخذ   

𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 − 4𝑢𝑖,𝑗 = ℎ2𝑓𝑖𝑗 … … … . ( 18 ) 

 والصيغة العامة لحلها هنا:فان المعادلة تصبح معادلة لابلاس   f(x,y)=0اذا كانت  

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
[𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1] … … … … ( 19  ) 

صيغة جديدة لمعادلة الحل عند النقاط الحدودية بمن الصيغتين السابقتين يمكن تكوين مخطط للشبكة ثم استنتاج 

 بواسون:

 

 صيغة لابلاس:

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
[𝑢𝑖−1,𝑗−1 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1 + 𝑢𝑖−1,𝑗+1 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1] … … … … … (20) 

 صيغة بواسون:

𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
[𝑢𝑖−1,𝑗−1 + 𝑢𝑖+1,𝑗−1 + 𝑢𝑖−1,𝑗+1 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1] −

1

2
ℎ2𝑓𝑖𝑗………..(21) 

 

 مخططات لابلاس و بواسون -  7 -شكل
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 مثال:8.3

 .A(0,0), B(0,1),C(1,2),D(2,0)جد حل مسألة ديريشيلي لمعادلة بواسون عند المستطيل  

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦 

𝑢|𝐴𝐵 = 2 + 𝑦2  , 𝑢|𝐵𝐶 = 3 − 𝑥   , 𝑢|𝐶𝐷 = 2 − 𝑦  , 𝑢|𝐴𝐷 = 2. 

 

 ( :18يمكن ايجاد الحل الداخلي للمعادلة عن طريق الصيغة )  h=0.5بأخذ   

 

𝑢11 =
1

4
[𝑢21 + 𝑢01 + 𝑢12 + 𝑢10] −

1

16
𝑥1𝑦1 =

1

4
𝑢21 + 2.25 + 2.5 + 2 −

1

16
.
1

2
.
1

2
 

𝑢21 =
1

4
[𝑢31 + 𝑢11 + 𝑢22 + 𝑢20] −

1

16
𝑥2𝑦1 =

1

4
𝑢31 + 𝑢11 + 2 + 2 −

1

16
. 1.

1

2
 

𝑢31 =
1

4
[𝑢41 + 𝑢21 + 𝑢32 + 𝑢20] −

1

16
𝑥3𝑦1 =

1

4
(1.5) + 𝑢21 + 1.5 + 2 −

1

16
.
3

2
.
1

2
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 سيدل لنحصل على:-ثم نعمل على حل هذا النظام باستخدام طريقة كاوس

𝑢11 = 2.1540   , 𝑢21 = 1.9286  , 𝑢31 = 1.6853 

 :(21باستخدام الصيغة ) الان لنجد قيم الدالة عند العقد الحدودية

𝑢11 =
1

4
[𝑢00 + 𝑢20 + 𝑢02 + 𝑢22] −

1

8
.
1

2
.
1

2
=

1

4
2 + 2 + 3 + 2 −

1

32
=

71

32
= 2.2188 

𝑢21 =
1

4
[𝑢10 + 𝑢30 + 𝑢12 + 𝑢32] −

1

8
.
1

2
=

1

4
2 + 2 + 2.5 + 1.5 −

1

16
=

31

16
= 1.937 

𝑢31 =
1

4
[𝑢20 + 𝑢40 + 𝑢22 + 𝑢42] −

1

8
.
3

4
=

1

4
2 + 2 + 2 + 1 −

3

32
=

53

32
= 1.6563 
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