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Список основных обозначений

Rn — стандартное евклидово простанство размерности n;

R+
.
= [0,+∞);

Or(x0)
.
= {x ∈ Rn : |x− x0| 6 r} — замкнутый шар радиуса r с центром в

точке x0 ∈ Rn;

%(A,B)
.
= inf

a∈A,b∈B
|a− b| — расстояние между замкнутыми множествами A

и B в Rn;

d(A,B)
.
= sup

a∈A
%(a,B) — полуотклонение множества A от множества B;

dist(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)} — расстояние по Хаусдорфу между за-

мкнутыми множествами A и B в пространстве Rn;

comp(Rn) — пространство непустых компактных подмножеств Rn с ме-

тиркой Хаусдорфа;

D(t,X) — множество достижимости управляемой системы в момент вре-

мени t из начального множества X;

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
— обобщенная производ-

ная (производная Ф. Кларка) локально липшицевой функции V (t, x) в точ-

ке (t, x) ∈ R× Rn по направлению вектора q = (1, p), p ∈ Rn;

V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p), V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) — нижняя и

верхняя производные функции V в силу дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x);

mes — мера Лебега на числовой прямой.
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Введение
Задача исследования инвариантности множеств относительно раз-

личных управляемых систем и дифференциальных включений является

одной из важнейших задач математической теории управления и теории

дифференциальных игр. Данной тематике посвящены работы Н. Н. Кра-

совского и А. И. Субботина [13], А.Б. Куржанского и Т. Ф. Филипповой

[15, 64, 65], Ж. П. Обена [60, 61], Е. Л. Тонкова и Е. А. Панасенко [21, 22],

В. Н. Ушакова [5], [40]–[42], Ф. Хартмана [63] и многих других авторов.

Первый результат в этой области опубликован М. Нагумо в 1942 го-

ду [68], которым было изучено свойство слабой инвариантности заданно-

го множества относительно дифференциального уравнения. Эти исследо-

вания продолжил Ф. Хартман [63], сформулировав необходимые и доста-

точные условия слабой инвариантности для системы дифференциальных

уравнений. Большое внимание изучению вопросов инвариантности и «вы-

живаемости» (как называют в иностранной литературе слабую инвариант-

ность) уделял Ж. П. Обен [60, 61], который получил условия выживаемости

множества K ⊂ Rn относительно управляемой системы

ẋ = f(x, u), u ∈ U(x)

в предположении, что для каждого x ∈ Rn множество f(x, U(x)) выпукло и

компактно. Ж. П. Обен называет множество K выживающим относитель-

но данной системы, если для любой начальной точки x0 ∈ K существует

хотя бы одно решение x(t) этой системы, начинающееся в x0 и выживаемое

в том смысле, что x(t) ∈ K для всех t > 0.

Е. Л. Тонков и Е.А. Панасенко [21, 22] сформулировали условия, при

которых заданное множество обладает свойствами положительной инвари-

антности, инвариантности, устойчивой или асимптотически устойчивой ин-
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вариантности относительно нестационарного дифференциального включе-

ния. Наличие инвариантного множества позволяет им рассматривать суже-

ние включения на это множество и исследовать в нем различные экстре-

мальные движения. А. Б. Куржанским получено аналитическое описание

множества, которое является замыканием множества выживающих траек-

торий дифференциального включения [15]; также он исследовал структуру

слабо инвариантных множеств гибридных систем, движение которых осу-

ществляется путем мгновенного переключения с одной из «стандартных

систем» на другую [16].

Отметим, что свойство слабой инвариантности находится в тесной

связи с задачами о сближении управляемой системы с компактным целе-

вым множеством, исследуемыми Н. Н. Красовским, А. И. Субботиным [13],

В. Н. Ушаковым [41], [43] и многими другими авторами. При решении этих

задач возникает вопрос о том, в какой степени заданное множество не явля-

ется инвариантным относительно дифференциального включения, порож-

денного управляемой системой (см. работы В. Н. Ушакова и его учеников

[40]–[44]). Один из возможных подходов к решению этого вопроса состо-

ит в применении инфинитезимального представления свойства инвариант-

ности и вычисления дефекта инвариантности, который оценивает степень

несогласованности множества и динамики системы с точки зрения понятия

инвариантности.

В работах Л. И. Родиной и Е. Л. Тонкова [28]–[30], [32]–[34] также ис-

следуются множества, не являющиеся инвариантными в «классическом»

смысле; для таких множеств вводится естественное расширение понятия

инвариантности, которое названо статистической инвариантностью. Пусть

D(t,X) — множество достижимости управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm (0.1)
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в момент времени t из начального множества X. Множество

M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)

}
называется статистически инвариантным относительно системы (0.1),

если относительная частота пребывания множества достижимости D(t,X)

в множестве M равна единице. Свойство статистической инвариантности

связано с исследованием введенных в этих работах статистических харак-

теристик, таких как верхняя и нижняя относительные частоты погло-

щения множества достижимостиD(t,X) системы (0.1) множеством M :

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

,

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

,
(0.2)

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если freq∗(D,M) = freq∗(D,M),

то общий предел

freq(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

(0.3)

называется относительной частотой поглощения множества достижи-

мости системы (0.1) множеством M.

В данной работе исследуются свойства характеристик, введенных в

[26, с. 228]. Первая характеристика — относительная частота поглощения

множества достижимости D(t,X) множеством M на отрезке [τ, τ+ϑ]

равна отношению меры Лебега тех t из отрезка [τ, τ + ϑ], при которых

D(t,X) ⊆M(t), к длине данного отрезка:

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

. (0.4)

Вторая характеристика —

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

(0.5)
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отображает свойство равномерности пребывания множества достижимо-

сти управляемой системы (0.1) в множестве M на отрезке заданной длины

ϑ > 0. Доказаны утверждения, позволяющие оценивать и вычислять дан-

ные характеристики; получены теоремы сравнения, сформулированные в

терминах функций А.М. Ляпунова и производной Ф. Кларка.

Другой задачей, которая изучается в моей работе, является задача

исследования свойства статистической инвариантности, статистических ха-

рактеристик (0.2), (0.3) и характеристик (0.4), (0.5) для управляемых си-

стем со случайными параметрами. Отметим, что для этих систем различ-

ные задачи управления рассматривались в работах [3], [17], [18], [27], [39],

[62]. В отличие от детерминированных систем, для систем со случайными

параметрами часто возникает ситуация, когда множество достижимости

системы находится в заданном множестве M(σ) с относительной частотой,

равной единице, причем это происходит не для всех, а для почти всех σ

из некоторого множества Σ∗ ⊂ Σ, вероятностная мера которого ν(Σ∗) = µ,

µ ∈ (0, 1]. Поэтому для таких систем рассматривается свойство статисти-

ческой инвариантности, выполненное с заданной вероятностью.

∗ ∗ ∗

Работа состоит из введения, трех глав, включающих девять парагра-

фов (нумерация параграфов сквозная), заключения и списка литературы.

В первой главе исследуются характеристики (0.4), (0.5) для управ-

ляемой системы (0.1). Предполагаем, что функция f(t, x, u) непрерыв-

на, управление u содержится в компактном множестве U(t, x) ⊂ Rm и

функция U(t, x) полунепрерывна сверху в метрике Хаусдорфа при всех

(t, x) ∈ [0,+∞) × Rn. Пусть D(t,X) — множество достижимости данной

системы, множество M
.
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞) × Rn : x ∈ M(t)

}
задано
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функцией t 7→ M(t), непрерывной в метрике Хаусдорфа и для каждого

t ∈ [0,+∞) множество M(t) непусто и компактно.

В первом параграфе приведены основные определения и свойства ха-

рактеристик (0.4), (0.5). Доказано следующее основное утверждение.

Теорема 0.1. (см. [35], [55]). Имеют место следующие свойства:

1) для любого ϑ>0 выполнено неравенство freqϑ(D,M)6 freq∗(D,M);

2) если функции t 7→ D(t,X) и t 7→ M(t) периодические с периодом

T > 0, то предел freq(D,M) существует и

freqT (D,M) = freq(D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
;

3) если функция t 7→ M(t) периодическая с периодом T > 0 и для

всех t > 0 имеет место включение D(t+ T,X) ⊆ D(t,X), то

freqT (D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
.

Во втором параграфе доказаны теоремы сравнения для введенных

ранее характеристик. Приведем необходимые определения.

Обозначим через M r(t) замкнутую r-окрестность множества M(t),

через N r(t) = M r(t)\M(t) обозначим внешнюю r-окрестность границы

множества M(t). Построим множество

Nr .
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈ N r(t)

}
.

Скалярная функция V (t, x) переменных (t, x) ∈ R × Rn называется

функцией Ляпунова относительно множества M, если она удовлетворяет

локальному условию Липшица по переменным (t, x) и условиям:

1) V (t, x) 6 0 для всех (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 для некоторого r > 0 для всех (t, x) ∈ Nr.
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Управляемой системе (0.1) поставим в соответствие дифференциаль-

ное включение

ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn, (0.6)

где для каждой фиксированной точки (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn множество

F (t, x) состоит из всех предельных значений функции f(ti, xi, U(ti, xi)) при

(ti, xi) → (t, x). Предполагаем, что множество F (t, x) непусто, ограничено,

замкнуто и выпукло.

Обозначим через V o
min(t, x) и V o

max(t, x) нижнюю и верхнюю производ-

ные функции V в силу дифференциального включения (0.6) (см. опреде-

ление 2.2). Рассмотрим скалярную задачу Коши

ż = w(t, z), z(0) = z0, (0.7)

где z0 > 0, функция w(t, z) непрерывна и для каждого t ∈ [0,+∞) выпол-

нено неравенство

lim
|z|→∞

|w(t, z)|
|z|

<∞.

Пусть z∗(t) — верхнее решение задачи (0.7). Определим характеристики

freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0])

.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

,

freqϑ(z
∗, (−∞, 0])

.
= inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

.

Теорема 0.2. (см. [35]). Пусть для каждой точки x ∈ M(0) все

решения ϕ(t, x) включения (0.6), удовлетворяющие начальному условию

ϕ(0, x) = x, продолжаемы на полуось R+. Предположим, что существу-

ют функции V (t, x) и w(t, z) такие, что V (t, x) является функцией Ляпу-

нова относительно множества M и при всех (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn выпол-

нено неравенство V o
max(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
. Тогда для любого множества
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X ⊆M(0) имеют место неравенства

freq[τ,τ+ϑ](D,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(D,M) > freqϑ(z
∗, (−∞, 0]).

Аналогично характеристикам (0.4), (0.5), определим относительную

частоту нахождения графика непрерывной функции ϕ : R 7→ Rn в мно-

жестве M на отрезке [τ, τ + ϑ] :

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

и для любого заданного ϑ > 0 характеристику

freqϑ(ϕ,M)
.
= inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

,

которая отображает свойство равномерности нахождения графика функ-

ции ϕ(t) в множестве M.

Теорема 0.3. (см. [55]). Пусть для каждой точки x ∈ M(0) все

решения ϕ(t, x) включения (0.6), удовлетворяющие начальному условию

ϕ(0, x) = x, продолжаемы на полуось R+. Предположим, что существу-

ют функции V (t, x) и w(t, z) такие, что V (t, x) является функцией Ля-

пунова относительно множества M и при всех (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn вы-

полнено неравенство

V o
min(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
.

Тогда для любого x ∈ M(0) существует решение ϕ(t, x) включения (0.6),

удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x, такое, что

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(ϕ,M) > freqϑ(z
∗, (−∞, 0]).
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В третьем параграфе рассматривается множество M, заданное непре-

рывной многозначной функцией t 7→ M(t) и многозначные функции

t 7→ D(t), t 7→ D̃(t), которые также непрерывны в метрике Хаусдорфа.

Предполагаем, что для каждого t ∈ [0,+∞) множества M(t), D(t) и D̃(t)

непустые, компактные и функции M(t), D̃(t) периодические с периодом

T > 0. В следующей теореме получена оценка характеристики freqT (D,M)

и приведены условия, при которых можно найти ее значение.

Теорема 0.4. (см. [35], [55]). Пусть функции M(t), D̃(t) периодиче-

ские с периодом T > 0 и lim
t→+∞

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= 0. Тогда имеют место

следующие свойства:

1) freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)}

T
;

2) если D(t) ⊆ D̃(t) для всех t > 0, то

freqT (D,M) = freqT (D̃,M) .

В четвертом параграфе приведены примеры вычисления и оценки

характеристик

freqϑ(z
∗, (−∞, c])

.
= inf

τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 c

}
ϑ

,

freq(z∗, (−∞, c])
.
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : z∗(t) 6 c

}
ϑ

,

возникающих в различных прикладных задачах. Здесь z∗(t) — верхнее ре-

шение задачи Коши (0.7), которое в зависимости от характера процесса

может являться энергией частицы, концентрацией реагирующих веществ,

размером популяции, величиной производства или ценой на продукцию.

В частности, пусть z(t) — решение линейной задачи Коши

ż = a(t)z + b(t), z(0) = z0, (0.8)
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где функции a(t), b(t) непрерывные и периодические с периодом T > 0.

Через z̃(t) обозначим T -периодическое решение линейного уравнения

ż = a(t)z + b(t),

в предположении, что оно существует, то есть, что
∫ T

0
a(t)dt 6= 0. Пусть

c0 =

(
exp
(
−
∫ T

0
a(τ)dτ

)
− 1

)−1∫ T

0
b(s) exp

(
−
∫ s

0
a(τ)dτ

)
ds.

Лемма 0.1. (см. [35]). Если
∫ T

0
a(τ)dτ <0, то выполнены следующие

свойства:

1) если z0 6 c0, то freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z̃(t) 6 c}

T
;

2) если z0 > c0, то

freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z(t) 6 c}

T
.

Равенства для вычисления характеристики freqT (z, (−∞, c]) получе-

ны также в случае, когда
∫ T

0
a(τ)dτ > 0.

Во второй главе представлено продолжение работ [28, 29, 32, 34], в

которых введено расширение понятия инвариантности множеств относи-

тельно управляемых систем и дифференциальных включений. Здесь ис-

следуются статистически инвариантные множества и статистические ха-

рактеристики семейства управляемых систем

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn, (0.9)

зависящих от параметра σ ∈ Σ. В частности, изучается управляемая систе-

ма, порожденная метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht) и функ-

циями f и U.
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В пятом параграфе приведены определения и доказана теорема срав-

нения для статистических характеристик управляемой системы (0.9).

Пусть X ∈ comp(Rn) и D(t, σ,X) — множество достижимости управ-

ляемой системы (0.9). Рассмотрим отображение t 7→M(htσ) со значениями

в пространстве comp(Rn) и множество

M(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(htσ)},

где функция t 7→ M(htσ) непрерывна в метрике Хаусдорфа. Относи-

тельной частотой поглощения множества достижимости D(t, σ,X) си-

стемы (0.9) множеством M(σ) называется характеристика

freq(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

. (0.10)

Если предел (0.10) не существует, то характеристики

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

,

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

(0.11)

называются соответственно, верхней и нижней относительными часто-

тами поглощения множества достижимости D(t, σ,X) системы (0.9) мно-

жеством M(σ). Множество M(σ) называется статистически инвариант-

ным относительно управляемой системы (0.9), если выполнено равенство

freq
(
σ,DM(σ),M

)
= 1.

В теореме 5.1 получены оценки характеристик (0.11) и условия ста-

тистической инвариантности множества M(σ) относительно управляемой

системы (0.9).

Основной результат второй главы получен в шестом параграфе — это

оценки статистических характеристик управляемой линейной системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × U, (0.12)
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где U — непустое компактное подмножество Rm. Рассматриваемую систему

можно отождествить со стационарным в узком смысле случайным процес-

сом

ξ(htσ)
.
=
(
A(htσ), B(htσ)

)
.

Для этого процесса длины промежутков θ1, θ2, . . . между моментами пере-

ключения τ1, τ2, . . . с одного состояния на другое являются независимыми

случайными величинами с заданной функцией распределения F (t). Мно-

жество состояний Ψ = {ψ1, . . . , ψ`} процесса конечно; для него заданы

начальное вероятностное распределение и вероятности перехода с одного

состояния на другое, то есть определена цепь Маркова ζ, относительно

которой будем предполагать, что она неприводима и положительно воз-

вратна. В работе подробно описана метрическая динамическая система

(Σ,A, ν, ht), которая параметризует систему (0.12) и таким образом эта си-

стема превращается в систему со случайными параметрами. Предполагаем,

что функция распределения F (t) удовлетворяет следующим условиям:

1) F (t) = 0 при t 6 0, mθ =

∫ ∞

0
tdF (t) < +∞;

2) существуют такие постоянные a > 0, C > 0 и δ > 0, что

F (t) 6 C ta при t ∈ (0, δ).

Если выполнены данные условия, то найдется множество Σ0 ⊆ Σ такое,

что ν(Σ0) = 1 и для любого σ ∈ Σ0 моменты переключения τ1, τ2, . . . слу-

чайного процесса ξ(htσ) изолированы и число этих моментов бесконечно

(см. [28, с. 106]).

Пусть задано подмножество M пространства comp(Rn). Обозначим

через Di(t,X) множество достижимости стационарной линейной системы

ψi = (Ai, Bi), i = 1, . . . , ` в момент времени t из начального множества X,
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также введем обозначения

αi = αi(X,M) = min
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M при t > τ

}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ при t > τ

}
, i = 1, . . . , `.

Если какого-либо из этих моментов времени не существует, положим αi = ∞
или βi = ∞. Обозначим через (π1, . . . , π`) стационарное распределение цепи

Маркова ζ.

Теорема 0.5. (см. [36]). Пусть цепь Маркова ζ неприводима и поло-

жительно возвратна; M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} поло-

жительно инвариантно относительно системы (0.12). Тогда для почти

всех σ ∈ Σ справедливы следующие оценки:

freq∗(σ,DM ,M) >
1

mθ

∑
{i:αi<∞}

πi

(∫ ∞

αi

tdF (t)− αi

(
1− F (αi)

))
,

freq∗(σ,DM ,M) 6 1− 1

mθ

∑
{i:βi<∞}

πi

(∫ ∞

βi

tdF (t)− βi

(
1− F (βi)

))
.

В третьей главе получены оценки характеристик, которые отражают

свойство равномерности пребывания множества достижимости управляе-

мой системы со случайными параметрами (0.9) в множестве M(σ) на отрез-

ке заданной длины. Это характеристики freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) и freqϑ(σ,D,M),

которые отличаются от характеристик (0.4), (0.5), введенных в первой гла-

ве тем, что каждая из них зависит также от случайного параметра σ ∈ Σ.

Получены оценки данных характеристик, выраженные в терминах функ-

ций Ляпунова, производной в силу дифференциального включения и ди-

намической системы сдвигов.

В девятом параграфе получены оценки характеристики freqϑ(σ,D,M)

для управляемой системы (0.9).
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Теорема 0.6. (см. [50]). Пусть θk = d для всех k = 1, 2, . . . ,

αmax
.
= max(α1, . . . , α`) < d.

Если M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно ин-

вариантно относительно системы (0.9), то для любого m = 0, 1, 2, . . . с

вероятностью единица справедливы следующие оценки:

1) если ϑ ∈ [md,md+ αmax), то

freqϑ(σ,D,M) >
m(d− αmax)

ϑ
;

2) если ϑ ∈ [md+ αmax, (m+ 1)d), то

freqϑ(σ,D,M) >
ϑ− (m+ 1)αmax

ϑ
.

Получены также оценки сверху для характеристики freqϑ(σ,D,M),

выполненные с вероятностью единица.

Приведены примеры применения большинства из полученных резуль-

татов. Утверждения первой главы доказываются методами теории диффе-

ренциальных уравнений и математического анализа. Во второй и третьей

главах используются методы теории дифференциальных уравнений, тео-

рии вероятностей и теории случайных процессов.

Результаты диссертации опубликованы в работах [35]–[37], [48]–[56].

Автор диссертации выражает искреннюю благодарность своему науч-

ному руководителю Л.И. Родиной за постановку задач и постоянное вни-

мание к работе.
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Глава 1

Оценка и вычисление характеристик

множества достижимости управляемой

системы

Данная глава является продолжением работ [28]–[30], [32]–[34], в кото-

рых введено расширение понятия инвариантности множеств относительно

управляемых систем и дифференциальных включений. Это расширение

состоит в изучении статистических характеристик управляемых систем и

исследовании множеств, которые не являются инвариантными в «класси-

ческом» смысле, но обладают свойством статистической инвариантности.

Здесь изучаются характеристики, которые отображают свойство рав-

номерности пребывания множества достижимости управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm

в множестве

M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)

}
на отрезке заданной длины ϑ > 0. Пусть D(t,X) — множество достижи-

мости данной системы в момент времени t из начального множества X.

Определим относительную частоту поглощения множества D(t,X) множе-

ством M на отрезке [τ, τ +ϑ], которая равна отношению меры Лебега тех t

из отрезка [τ, τ+ϑ], при которых D(t,X) ⊆M(t), к длине данного отрезка:

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

.
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Будем исследовать также характеристику

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) =

= inf
τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

.

В первой главе получены основные свойства указанных характери-

стик; доказаны теоремы сравнения, сформулированные в терминах функ-

ций А.М. Ляпунова и производной Ф. Кларка; доказана теорема об оценке

и вычислении относительных частот для некоторого класса многозначных

функций; приведены различные примеры вычисления данных характери-

стик. Также рассмотрен пример, в котором вычисляется характеристика

freqT (z, (−∞, c])
.
= inf

τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : z(t) 6 c

}
T

,

где z(t) — численность популяции, динамика которой задана задачей Коши

ż =
(
ε(t)− α(t)z

)
z, z(0) = z0

в предположении, что функции ε(t) и α(t) положительные, непрерывные

и периодические с периодом T > 0.

§ 1 . Определения и основные свойства характеристик

инвариантности множества достижимости

Основным объектом исследования в первой главе является управляемая

система

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm, (1.1)

где функция f(t, x, u) непрерывна по совокупности переменных, управле-

ние u содержится в компактном множестве U(t, x) ⊂ Rm и функция U(t, x)

полунепрерывна сверху в метрике Хаусдорфа при всех (t, x) ∈ [0,+∞)×Rn.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Допустимым процессом управляемой си-

стемы (1.1) назовем функцию t 7→ (x(t), u(t)) ∈ Rn × Rm, которая удо-

влетворяет следующим условиям:

1) управление u(t) определено для всех t > 0, ограничено и измеримо

по Лебегу;

2) решение x(t) в смысле Каратеодори системы дифференциальных

уравнений ẋ = f(t, x, u(t)) определено для всех t > 0;

3) имеет место включение u(t) ∈ U(t, x(t)).

Рассмотрим отвечающее системе (1.1) дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn, (1.2)

где для каждой фиксированной точки (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn множество

F (t, x) состоит из всех предельных значений функции f(ti, xi, U(ti, xi)) при

(ti, xi) → (t, x). Предполагаем, что множество F (t, x) непусто, ограничено,

замкнуто и выпукло. Тогда функция F (t, x) также полунепрерывна сверху,

поэтому для каждой начальной точки x0 ∈ Rn локальное решение включе-

ния (1.2) существует (см. [47, c. 60] ).

О п р е д е л е н и е 1.2 (см. [36, 49] ). Множеством достижимости

D(t,X) системы (1.1) в момент времени t из начального множества X

называется множество, состоящее из всех значений в момент t решений

t 7→ ϕ(t, x) включения (1.2), когда начальное условие ϕ(0, x) = x пробегает

все множество X. Множество D(t,X) является сечением в момент времени

t > 0 интегральной воронки включения (1.2).

Предполагаем, что для каждого X множество достижимости D(t,X)

существует для всех t > 0. Это означает, что для каждой точки x ∈ X
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существует решение ϕ(t, x) включения (1.2), удовлетворяющее начальному

условию ϕ(0, x) = x и продолжаемое на полуось R+ = [0,+∞).

Пусть множество M
.
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞) × Rn : x ∈ M(t)

}
задано

функцией t 7→ M(t), непрерывной в метрике Хаусдорфа и для каждого

t ∈ [0,+∞) множество M(t) непусто и компактно. Для определения ха-

рактеристик множества достижимости для любых τ > 0, ϑ > 0 и любого

компактного множества X ⊂ Rn введем в рассмотрение множество

α(τ, ϑ,X)
.
=
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
,

которое измеримо по Лебегу (см. [33]).

-

6

s ss
t τ + ϑτ

M(t)D
(
t,X
)

t

Rn

0

X

Рис. 1. МножестваM(t) иD(t,X), на осиOt заштри-

ховано множество α(τ, ϑ,X); штриховкой в момент

t обозначено множество M(t).

О п р е д е л е н и е 1.3 (см. [31, 33] ). Относительной частотой по-

глощения множества достижимости D(t,X) системы (1.1) множеством
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M называется следующий предел

freq(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ
=

= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

, (1.3)

где mes — мера Лебега на числовой прямой.

Если предел (1.3) не существует, то характеристики

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ
,

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ

(1.4)

называются соответственно верхней и нижней относительными часто-

тами поглощения множества достижимости D(t,X) системы (1.1) множе-

ством M.

О п р е д е л е н и е 1.4 (см. [34] ). Относительной частотой погло-

щения множества достижимости D(t,X) системы (1.1) множеством

M на отрезке [τ, τ + ϑ] называется характеристика

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mesα(τ, ϑ, ω)

ϑ
=

=
mes

{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

.

Важно рассматривать относительную частоту freq[τ,τ+ϑ](D,M) для

любого момента времени τ > 0, поэтому естественно для заданного ϑ > 0

определить характеристику

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) =

= inf
τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

.
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Эта характеристика отличается от пределов (1.3), (1.4) тем, что она отра-

жает свойство равномерности пребывания множества достижимостиD(t,X)

в множестве M на отрезке заданной длины.

Приведенное ниже утверждение является обобщением леммы 2 рабо-

ты [35] и теоремы 3.1 работы [55].

Теорема 1.1. Имеют место следующие свойства:

1) для любого ϑ > 0 выполнено неравенство

freqϑ(D,M) 6 freq∗(D,M); (1.5)

2) если функции t 7→ D(t,X) и t 7→ M(t) периодические с периодом

T > 0, то предел freq(D,M) существует и

freqT (D,M) = freq(D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
;

3) если функция t 7→ M(t) периодическая с периодом T > 0 и для

всех t > 0 имеет место включение D(t+ T,X) ⊆ D(t,X), то

freqT (D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
. (1.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства первого утверждения отме-

тим, что неравенство (1.5) следует из равенства

freq∗(D,M) = lim
k→∞

k−1∑
i=0

mes{t ∈ [iϑ, (i+ 1)ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

kϑ

и неравенства

mes
{
t ∈ [iϑ, (i+ 1)ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

> freqϑ(D,M),

которое верно для любых i = 0, 1, . . . и ϑ > 0.
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Докажем второе утверждение. Поскольку функции t 7→ D(t,X) и

t 7→ M(t) периодичны с общим периодом T > 0 и ϑ = T, то выполнены

следующие равенства

freqT (D,M)
.
= inf

τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)}
T

=

=
mes {t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
= freq(D,M).

Последнее равенство получено в [28, c. 53–54].

Докажем третье утверждение. Пусть функция t 7→ M(t) периодиче-

ская с периодом T и D(t+T,X) ⊆ D(t,X) для всех t > 0. Тогда, если для

некоторого t∗ > 0 имеет место включение D(t∗, X) ⊆M(t∗), то

D(t∗ + T,X) ⊆ D(t∗, X) ⊆M(t∗) = M(t∗ + T ).

Поэтому для любого τ > 0 выполнено неравенство

mes
{
t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
6

6 mes
{
t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
. (1.7)

Пусть τ > T, тогда

mes
{
t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
+ mes

{
t ∈ [T, τ ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
,

mes
{
t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [T, τ ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
+ mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
.

Следовательно, из (1.7) получаем

mes
{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
6

6 mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
. (1.8)
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Далее, если τ < T, то отрезки [0, T ] и [τ, τ + T ] имеют непустое пе-

ресечение — отрезок [τ, T ]. В этом случае неравенство (1.8) получаем из

неравенств

mes {t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆M(t)}+ mes {t ∈ [τ, T ] : D(t,X) ⊆M(t)} 6

6 mes {t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)}+

+ mes {t ∈ [τ, T ] : D(t,X) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆M(t)}.

Таким образом, (1.8) верно для всех τ > 0 и поэтому

inf
τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ+T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
=mes

{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
.

Это равенство равносильно (1.6). �

Следствие 1.1. Если M(t) = M для всех t > 0 и D(t + ϑ,X) ⊆
D(t,X) для некоторого ϑ > 0 и всех t > 0, то

freqϑ(D,M) =
mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M}

ϑ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку M(t+ϑ) = M(t) для всех t > 0,

то данное утверждение получается из утверждения 3) теоремы 1.1. �

§ 2 . Теоремы сравнения для характеристик множе-

ства достижимости

В работах [28]–[30], [32], [33] получены теоремы сравнения для статистиче-

ских характеристик множества достижимости управляемой системы (1.1).
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Используя результаты этих работ, докажем теоремы сравнения для вве-

денных в первом параграфе характеристик, связанных с инвариантностью

заданного множества M относительно управляемой системы (1.1) на ко-

нечном промежутке времени.

Пусть %(x,M) = inf
y∈M

‖x−y‖ — расстояние от точки x ∈ Rn до множе-

ства M ⊂ Rn. Обозначим через M r(t) замкнутую r-окрестность множества

M(t), то есть множество таких точек x ∈ Rn, что %(x,M(t)) 6 r, через

N r(t) = M r(t)\M(t) обозначим внешнюю r-окрестность границы множе-

ства M(t). Построим множества

Mr .
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M r(t)

}
,

Nr .
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈ N r(t)

}
.

pppp p
p p p

p p p p p p

p p p p p p p p
ppp

pp
M(t)

M(t) N r(t)

M r(t)

Рис. 2. Множества M(t), M r(t) и N r(t). Слева

заштриховано множество M r(t), справа — N r(t).

О п р е д е л е н и е 2.1 (см. [21]). Скалярная функция V (t, x) пере-

менных (t, x) ∈ R×Rn называется функцией Ляпунова относительно мно-

жества M, если она удовлетворяет локальному условию Липшица по пере-

менным (t, x) и следующим условиям:
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1) V (t, x) 6 0 для всех (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 для некоторого r > 0 для всех (t, x) ∈ Nr.

О п р е д е л е н и е 2.2. Для локально липшицевой функции V (t, x)

обобщенной производной в точке (t, x) ∈ R × Rn по направлению вектора

q = (1, p), p ∈ Rn (производной Ф. Кларка [9, с. 17]) называется следующий

верхний предел:

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
.

Выражения

V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p), V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p)

называются соответственно нижней и верхней производными функции V

в силу дифференциального включения (1.2).

-

6
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Рис. 3. Множества M и Nr

Рассмотрим скалярную задачу Коши

ż = w(t, z), z(0) = z0. (2.1)

Предполагаем, что z0 > 0 и выполнено следующее условие.
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У с л о в и е 2.1. Функция w(t, z) непрерывна при всех (t, z) ∈ R+ ×
R и для каждого t ∈ [0,+∞) имеет место неравенство

lim
|z|→∞

|w(t, z)|
|z|

<∞.

Напомним, что верхним решением z∗(t) задачи Коши (2.1) называ-

ется такое решение, что для любого другого решения z(t) этой задачи на

общем интервале существования выполнено неравенство z∗(t) > z(t). В

работе [57, с. 38] показано, что если выполнено условие 2.1, то верхнее ре-

шение z∗(t) задачи Коши (2.1) существует для всех t > 0.

О п р е д е л е н и е 2.3. Относительной частотой нахождения гра-

фика непрерывной функции ϕ : R 7→ Rn в множестве

M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)

}
на отрезке [τ, τ + ϑ] будем называть характеристику

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

.

Также для любого заданного ϑ > 0 определим характеристику

freqϑ(ϕ,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) = inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

,

которая отображает свойство равномерности нахождения графика функ-

ции ϕ(t) в множестве M.

В этих обозначениях для верхнего решения z∗(t) задачи Коши харак-

теристики из определения 2.3 равны

freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0])

.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

,
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freqϑ(z
∗, (−∞, 0])

.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](z

∗, (−∞, 0]) =

= inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

.

Теорема 2.1. (см. [35]). Пусть выполнено условие 2.1 и для каждой

точки x ∈M(0) все решения включения (1.2), удовлетворяющие началь-

ному условию ϕ(0, x) = x, продолжаемы на полуось R+. Предположим,

что существуют функции V (t, x) и w(t, z) такие, что функция V (t, x)

является функцией Ляпунова относительно множества M и при всех

(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn выполнено неравенство

V o
max(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
. (2.2)

Тогда для любого множества X ⊆M(0) имеют место неравенства

freq[τ,τ+ϑ](D,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(D,M) > freqϑ(z
∗, (−∞, 0]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ(t, x) — решение включения (1.2),

определенное на полуоси R+ и удовлетворяющее начальному условию

ϕ(0, x) = x ∈M(0). Рассмотрим функцию

v(t) = V
(
t, ϕ(t, x)

)
.

В силу теоремы Радемахера (см. [45, с. 234]) функция v(t) дифференцируе-

ма при почти всех t, и поскольку ϕ(0, x) = x ∈M(0), то v(0) 6 0. В точках

дифференцируемости функции v(t) выполнены неравенства ( см. лемму 6

работы [33]):

V o
min
(
t, ϕ(t, x)

)
6 v̇(t) 6 V o

max
(
t, ϕ(t, x)

)
,

поэтому, с учетом неравенства (2.2), имеем при всех t > 0 неравенство

v̇(t) 6 w
(
t, v(t)

)
. (2.3)
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Из неравенств (2.3) и v(0) 6 0 6 z0 = z(0) в силу теоремы Чаплыгина о

дифференциальных неравенствах [58, с. 15] получаем, что для всех t > 0

верхнее решение z∗(t) задачи (2.1) удовлетворяет неравенству v(t) 6 z∗(t).

Обозначим через freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) относительную частоту попадания

решения ϕ(t, x) в множество M на отрезке [τ, τ + ϑ], тогда

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t, x) ∈M(t)}
ϑ

=

=
mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : v(t) 6 0}

ϑ
.

Отметим, что из неравенства v(t) 6 z∗(t) следует неравенство

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0])

и, так как ϕ(t, x) является произвольным решением включения (1.2) с на-

чальным условием ϕ(0, x) = x ∈M(0), то имеет место неравенство

freq[τ,τ+ϑ](D,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]).

Отсюда в силу определения характеристик freqϑ(D,M) и freqϑ(z
∗, (−∞, 0])

получаем

freqϑ(D,M) > freqϑ(z
∗, (−∞, 0]).

�

З а м е ч а н и е 2.1. Условия продолжаемости на полуось R+ всех

решений включения (1.2), которые удовлетворяют начальному условию

ϕ(0, x) = x, получены в работе [28, с. 63].

Теорема 2.2. (см. [55]). Пусть выполнено условие 2.1 и для каждой

точки x ∈M(0) все решения включения (1.2), удовлетворяющие началь-

ному условию ϕ(0, x) = x, продолжаемы на полуось R+. Предположим,
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что существуют функции V (t, x) и w(t, z) такие, что функция V (t, x)

является функцией Ляпунова относительно множества M и при всех

(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn выполнено неравенство

V o
min(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
. (2.4)

Тогда для любого x ∈ M(0) существует решение ϕ(t, x) включения (1.2),

удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x такое, что

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(ϕ,M) > freqϑ(z
∗, (−∞, 0]).

(2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что доказательство данного утвер-

ждения подобно доказательству теоремы о статистически слабой инвари-

антности множества M (см. [33]). Определим множество

U0(t, x)
.
=
{
u ∈ U(t, x) : V o(t, x; f(t, x, u)) 6 w(t, V (t, x))

}
,

которое непусто в силу неравенства (2.4). Поскольку U0(t, x) ⊆ U(t, x) для

каждого (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn, то множество U0(t, x) ограничено. Замкну-

тость данного множества доказывается так же, как в [32, c. 60].

Рассмотрим дифференциальное включение, отвечающее множеству

U0(t, x) :

ẋ ∈ F0(t, x), F0(t, x) = coG0(t, x), (2.6)

где для каждой фиксированной точки (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn множество

G0(t, x) состоит из всех предельных значений функции f(ti, xi, U(ti, xi))

при (ti, xi) → (t, x), coG0(t, x) — замыкание выпуклой оболочки множе-

ства G0(t, x) (наименьшее выпуклое множество, содержащее множество

G0(t, x)). Функция (t, x) 7→ F0(t, x) полунепрерывна сверху в силу леммы

10.1 работы [32]. Следовательно, через каждую точку x ∈ M(0) проходит
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решение ϕ(t, x) дифференциального включения (2.6), удовлетворяющее на-

чальному условию ϕ(0, x) = x (см. [47, c. 60]). Так как U0(t, x) ⊆ U(t, x),

то

F0(t, x) ⊆ F (t, x)

для каждого (t, x) ∈ [0,+∞)×Rn, поэтому ϕ(t, x) также является решени-

ем исходного дифференциального включения (1.2), которое продолжаемо

на полуось R+.

Рассмотрим функцию v(t) = V
(
t, ϕ(t, x)

)
, которая дифференцируема

при почти всех t в силу теоремы Радемахера. Отметим, что

ϕ(0, x) = x ∈M(0),

поэтому v(0) 6 0. Из (2.4) получаем, что неравенство

v̇(t) 6 w(t, v(t)) (2.7)

выполнено при почти всех t > 0 (см. лемму 9 работы [33]). Далее, из нера-

венств (2.7) и

v(0) 6 0 6 z0 = z(0)

в силу теоремы Чаплыгина о дифференциальных неравенствах [58, с. 15]

следует, что для всех t > 0 функция v(t) и верхнее решение z∗(t) зада-

чи (2.1) удовлетворяют неравенству v(t) 6 z∗(t). Следовательно, для лю-

бых τ > 0 и ϑ > 0 имеет место

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : v(t) 6 0} > mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}. (2.8)

Заметим, что

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

=

=
mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : v(t) 6 0}

ϑ
,
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поэтому неравенства (2.5) следуют из (2.8). �

§ 3 . Об оценке и вычислении относительных частот

для некоторого класса многозначных функций

Рассмотрим множество

M
.
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)

}
,

заданное непрерывной многозначной функцией t 7→ M(t) и многозначные

функции t 7→ D(t), t 7→ D̃(t), также непрерывные в метрике Хаусдор-

фа. В частности, множество D(t) = D(t,X) может является множеством

достижимости управляемой системы (1.1), а множество D̃(t) = D̃(t, X̃) —

множеством достижимости управляемой системы

ẋ = f̃(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm

в момент времени t из некоторого начального множества X̃.

Обозначим через d(A,B)
.
= sup

a∈A
%(a,B) полуотклонение множества A

от множества B, через

dist(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)}

— расстояние по Хаусдорфу между замкнутыми множествами A и B в про-

странстве Rn. Рассмотрим множество M ε(t) — замкнутую ε-окрестность

множества M(t), то есть множество следующего вида

M ε(t)
.
=
{
x ∈ Rn : %(x,M(t)) 6 ε

}
.
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Напомним, что

freq[τ,τ+ϑ](D,M
ε)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t) ⊆M ε(t)}
ϑ

,

freqϑ(D,M
ε)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M

ε).

Предложение 3.1 (см. [55]). Выполнены следующие утверждения:

1) если существует такое ε > 0, что dist
(
D(t), D̃(t)

)
6 ε для всех

t ∈ [τ, τ + ϑ], то выполнены неравенства

freq[τ,τ+ϑ](D,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](D̃,M
ε),

freq[τ,τ+ϑ](D̃,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](D,M
ε);

(3.1)

2) если существует такое ε > 0, что dist
(
D(t), D̃(t)

)
6 ε для всех

t ∈ [0,+∞), то
freqϑ(D,M) 6 freqϑ(D̃,M

ε),

freqϑ(D̃,M) 6 freqϑ(D,M
ε).

(3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем первое утверждение. Поскольку

dist
(
D(t), D̃(t)

)
6 ε для всех t ∈ [τ, τ + ϑ],

то D̃(t) ⊆ Dε(t) для всех t ∈ [τ, τ + ϑ]. Поэтому, если D(t∗) ⊆ M(t∗) при

некотором t∗ ∈ [τ, τ + ϑ], то Dε(t∗) ⊆ M ε(t∗) и D̃(t∗) ⊆ Dε(t∗) ⊆ M ε(t∗).

Таким образом, имеет место включение

{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t) ⊆M(t)} ⊆ {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t) ⊆M ε(t)},

из которого получаем неравенство

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t) ⊆M(t)} 6

6 mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t) ⊆M ε(t)}. (3.3)
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Следовательно,

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t) ⊆M(t)}
ϑ

6

6
mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t) ⊆M ε(t)}

ϑ
.
= freq[τ,τ+ϑ](D̃,M

ε),

то есть получили первое из неравенств (3.1). Учитывая, что D(t) ⊆ D̃ε(t)

для всех t ∈ [τ, τ + ϑ], аналогично получаем доказательство второго нера-

венства.

Докажем второе утверждение. Отметим, что в данном случае нера-

венство (3.3) верно для всех τ > 0, тогда

inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t) ⊆M(t)}
ϑ

6

6 inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t) ⊆M ε(t)}
ϑ

.

Следовательно,

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) 6 inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D̃,M

ε)
.
= freqϑ(D̃,M

ε).

Аналогично доказывается второе неравенство (3.2). �

Следствие 3.1. Пусть функции ϕ : R+ 7→ Rn и ψ : R+ 7→ Rn непре-

рывны для любого t ∈ R+. Имеют место следующие утверждения:

1) если существует такое ε > 0, что |ϕ(t) − ψ(t)| 6 ε для всех

t ∈ [τ, τ + ϑ], то

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](ψ,M
ε),

freq[τ,τ+ϑ](ψ,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M
ε);

2) если существует такое ε > 0, что |ϕ(t) − ψ(t)| 6 ε для всех

t ∈ [0,+∞), то
freqϑ(ϕ,M) 6 freqϑ(ψ,M

ε),

freqϑ(ψ,M) 6 freqϑ(ϕ,M
ε).

(3.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение следствия следует из предло-

жения 3.1, так как dist(ϕ(t), ψ(t)) = |ϕ(t) − ψ(t)|. Доказательство также

можно получить непосредственно, как показано на рисунке 4.

-

6

ss

ss

s
t

M

M ε
ϕ(t) + ε

ϕ(t)

ϕ(t)− ε

Rn

Рис. 4. Если ϕ(t) ∈ M, то ψ(t) ∈ M ε, поэтому

выполнено первое из неравенств (3.4).

П р и м е р 3.1. Найдем оценки характеристики freq2π(ϕ, [0, 1]), где

ϕ(t) = sin t+ 1 +
1

8(t+ 1)
, t ∈ [0,+∞).

Рассмотрим вспомогательную функцию ψ(t) = sin t+ 1. Функция ψ(t) пе-

риодическая с периодом 2π, поэтому

freq[τ,τ+2π](ψ, [0, 1]) =
1

2
для любого τ > 0

и, следовательно, freq2π(ψ, [0, 1]) =
1

2
. В силу теоремы 1.1 имеет место

неравенство

freq2π(ϕ, [0, 1]) 6 freq∗(ϕ, [0, 1]).

Поскольку функция ψ(t) периодическая и lim
t→+∞

|ϕ(t)−ψ(t)| = 0, то предел

freq(ϕ, [0, 1]) существует и

freq∗(ϕ, [0, 1]) = freq(ϕ, [0, 1]) = freq(ψ, [0, 1]) =
1

2
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(см. лемму 1 работы [30]), поэтому freq2π(ϕ, [0, 1]) 6
1

2
.

Отметим, что для всех t > 0 выполнено неравенство |ϕ(t)−ψ(t)| 6 1

8
и рассмотрим множество

M0
.
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)×

[
0,

7

8

]}
.

Так как множество M
1
8
0 =

{
(t, x) ∈ [0,+∞)×

[
−1

8 , 1
]}
, то из (3.4) получаем

freq2π

(
ψ,
[
0,

7

8

])
6 freq2π

(
ϕ,
[
−1

8
, 1
])

= freq2π(ϕ, [0, 1]).

В силу периодичности функции ψ(t) имеем

freq2π

(
ψ,
[
0,

7

8

])
=

mes{t ∈ [0, 2π] : ψ ∈ [0, 7
8 ]}

2π
=

1

2
− 1

π
· arcsin

1

8
,

следовательно
1

2
− 1

π
· arcsin

1

8
6 freq2π(ϕ, [0, 1]) 6

1

2
.

Оценка характеристики freqT (D,M) в случае, когда функции

M(t), D̃(t) периодические с периодом T > 0 и lim
t→+∞

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= 0.

Рассмотрим множество M, заданное непрерывной функцией M(t) и

многозначные функции D(t), D̃(t), также непрерывные в метрике Хау-

сдорфа. Предполагаем, что для каждого t > 0 множества M(t), D(t) и

D̃(t) непустые, компактные и функции M(t), D̃(t) периодические с перио-

дом T > 0 (под T -периодической функцией будем понимать функцию d(t),

удовлетворяющую при всех t > 0 равенству d(t+ T ) = d(t)).

В следующей теореме получена оценка характеристики freqT (D,M)

и приведены условия, при которых можно найти ее значение.

Теорема 3.1. (см. [35], [55]). Пусть функции M(t), D̃(t) периодиче-

ские с периодом T > 0 и lim
t→+∞

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= 0. Тогда имеют место

следующие свойства:
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1) freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)}

T
;

2) если D(t) ⊆ D̃(t) для всех t > 0, то

freqT (D,M) = freqT (D̃,M) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого τ > 0 определим функцию

R(τ)
.
= mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
−mes

{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
.

Для доказательства первого утверждения теоремы нужно показать, что

inf
τ>0

R(τ) 6 0.

По свойствам меры Лебега (так как из σ-аддитивности меры следует ее

непрерывность [10, с. 274]) для любого ε > 0 найдется такое значение

ε0 = ε0(ε), что имеет место неравенство

mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t) \M(t)

}
6 ε.

Далее, поскольку h(t)
.
= dist

(
D(t), D̃(t)

)
→ 0 при t → +∞, то для ε0

существует момент времени t0 такой, что h(t) 6 ε0 для всех t > t0. Следо-

вательно, для всех τ > t0 выполнено неравенство

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
6

6 mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆Mh(t)(t)

}
6

6 mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)

}
. (3.5)

Из (3.5) в силу периодичности функций M(t), D̃(t) получаем, что для всех

τ > t0

R(τ)6mes{t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)} −mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t)⊆M(t)}=

= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)} −mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t) \M(t)} 6 ε.
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Таким образом, имеет место неравенство inf
τ>0

R(τ) 6 0, из которого в силу

определения функции R(τ) и относительных частот следует неравенство

freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M).

Докажем второе утверждение теоремы. Если D(t) ⊆ D̃(t) для всех

t > 0, то при всех τ > 0 справедливо неравенство

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
> mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
,

поэтому R(τ) > 0 для всех τ > 0 и inf
τ>0

R(τ) > 0. Учитывая доказанное

выше неравенство inf
τ>0

R(τ) 6 0, получаем, что inf
τ>0

R(τ) = 0, следовательно

freqT (D,M) = freqT (D̃,M).

�

Рассмотрим множество M ∈ R2 вида

M
.
=
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× (−∞, c]

}
, c ∈ R.

Ниже приведено следствие теорем 1.1 и 3.1.

Следствие 3.2. Пусть функции ϕ : R+ 7→ R и ϕ̃ : R 7→ R непрерыв-

ны, ϕ̃(t) периодическая с периодом T > 0 и lim
t→+∞

(
ϕ(t)− ϕ̃(t)

)
= 0. Тогда

для любого c ∈ R выполнены следующие свойства:

1) freqT (ϕ, (−∞, c]) 6 freqT (ϕ̃, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : ϕ̃(t) 6 c}

T
;

2) если ϕ(t) 6 ϕ̃(t) для всех t > 0, то

freqT (ϕ, (−∞, c]) = freqT (ϕ̃, (−∞, c]) ;

3) если ϕ(t) > ϕ̃(t) и ϕ(t+ T ) < ϕ(t) для всех t > 0, то

freqT (ϕ, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : ϕ(t) 6 c}

T
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что функции ϕ(t) и ϕ̃(t), удовле-

творяющие условию следствия, ограничены, поэтому существует постоян-

ная E > 0 такая, что |ϕ(t)| 6 E и |ϕ̃(t)| 6 E для всех t > 0. Для каждого

t > 0 рассмотрим множества D(t)
.
= [−E,ϕ(t)] и D̃(t)

.
= [−E, ϕ̃(t)]. Тогда

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= |ϕ(t)− ϕ̃(t)|,

freqT (ϕ, (−∞, c]) = freqT (ϕ, [−E, c]) = freqT (D, [−E, c])

и неравенство ϕ(t) 6 ϕ̃(t) равносильно неравенству D(t) ⊆ D̃(t). Поэтому

данное утверждение является следствием теорем 1.1 и 3.1.

-
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Рис. 5. Функция ϕ̃(t) периодическая с периодом T,

ϕ(t) > ϕ̃(t) и ϕ(t+ T ) < ϕ(t) для всех t > 0.

З а м е ч а н и е 3.2. Если функция %(t) = ϕ(t)− ϕ̃(t) — убывающая

на [0,+∞), то для любого T > 0 неравенство %(t + T ) < %(t) (равносиль-

ное неравенству ϕ(t + T ) < ϕ(t)) выполнено для всех t > 0. Обратное

утверждение неверно. Например, функция %(t) = sin t + e−t не является

убывающей, но %(t+ 2π) < %(t) для всех t ∈ [0,+∞) (для всех t ∈ R).
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П р и м е р 3.2. Рассмотрим управляемую систему

ẋ = −x+ (cos t+ 1)u, (t, x) ∈ [0,+∞)× R, (3.6)

где u ∈ U = [−1, 1] и найдем множество достижимости данной системы из

начального множества X :

D(t,X) = e−tX +
{(√2

2
sin
(
t+

π

4

)
+ 1
)
u− 3e−t

2
u, u ∈ U

}
, t > 0.

Если X = X̃ =
[
−3

2
,
3

2

]
, то многозначная функция

t 7→ D(t, X̃) =
{(√2

2
sin
(
t+

π

4

)
+ 1
)
u, u ∈ U

}
периодическая с периодом 2π.

Пусть M =
{

(t, x) ∈ [0,+∞)×
[
−1

2
,
1

2

]}
, тогда в силу теоремы 1.1

freq2π(D̃,M) =
1

4
.

Если X̃ ⊆ X, то D(t+ 2π,X) ⊆ D(t,X), поэтому (см. следствие 1.1)

freq2π(D,M) =
mes{t ∈ [0, 2π] : D(t,X) ⊆M}

2π
.

Если X ⊆ X̃, то D(t,X) ⊆ D(t, X̃) для всех t > 0. Далее,

lim
t→+∞

dist
(
D(t,X), D(t, X̃)

)
= 0,

поэтому в силу теоремы 3.1 выполнено равенство

freq2π(D,M) = freq2π(D̃,M) =
1

4
.
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§ 4 . Примеры вычисления характеристик, возникаю-

щие в задачах естествознания

Пусть z(t) — решение задачи Коши

ż = w(t, z), z(0) = z0. (2.1)

Во многих прикладных задачах величина z(t) не может принимать отрица-

тельные значения, например, в физических процессах неотрицательными

являются энергии частиц, в химических — концентрации реагирующих ве-

ществ, в биологических — размер популяции, в экономических — величины

производств и цены на продукцию (соответствующие примеры приведены,

в частности, в работах [4, 6, 14, 25, 38]). Поэтому для исследования этих

задач введем следующие характеристики, определенные для любого c > 0 :

freqϑ(z, (−∞, c])
.
= inf

τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : z(t) 6 c

}
ϑ

,

freq(z, (−∞, c])
.
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 c

}
ϑ

(4.1)

(если последний предел существует). Отметим, что если по содержанию

задачи величина z(t) может быть отрицательной, то можно определить ха-

рактеристики (4.1) для любого c ∈ R. Для управляемых процессов, кото-

рые имеют периодический характер, будем рассматривать характеристику

freqϑ(z, (−∞, c]) при ϑ = T, где T > 0 — период данного процесса.

Найдем значение характеристики

freqT (z, (−∞, c])
.
= inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + T ] : z(t) 6 c}
T

,

где z(t) — решение линейной задачи Коши

ż = a(t)z + b(t), z(0) = z0, t > 0. (4.2)
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Предполагаем, что функции a(t), b(t) непрерывные и периодические с пе-

риодом T > 0 и
∫ T

0
a(t)dt 6= 0. Через z̃(t) обозначим T -периодическое

решение линейного уравнения

ż = a(t)z + b(t),

тогда

z̃(t) = exp
(∫ t

0
a(τ)dτ

)(
c0 +

∫ t

0
b(s) exp

(
−
∫ s

0
a(τ)dτ

)
ds

)
,

где

c0 =

(
exp
(
−
∫ T

0
a(τ)dτ

)
− 1

)−1∫ T

0
b(s) exp

(
−
∫ s

0
a(τ)dτ

)
ds.

Лемма 4.1. (см. [35]). Если
∫ T

0
a(τ)dτ <0, то выполнены следующие

свойства:

1) если z0 6 c0, то freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z̃(t) 6 c}

T
;

2) если z0 > c0, то

freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z(t) 6 c}

T
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпишем решение задачи Коши (4.2):

z(t) = exp
(∫ t

0
a(τ)dτ

)(
z0 +

∫ t

0
b(s) exp

(
−
∫ s

0
a(τ)dτ

)
ds

)
.

Найдем

ϕ(t) = z(t)− z̃(t) = (z0 − c0) exp
(∫ t

0
a(τ)dτ

)
. (4.3)

Учитывая периодичность функции a(t) и неравенство
∫ T

0
a(τ)dτ < 0, най-

дем

lim
t→∞

∫ t

0
a(τ)dτ = lim

k→∞
k ·
∫ T

0
a(τ)dτ = −∞,
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тогда ϕ(t) → 0 при t→∞.

Если z0 6 c0, то ϕ(t) 6 0 для всех t > 0, поэтому первое утверждение

леммы получаем из утверждения 2) следствия 3.2. Далее, если z0 > c0, то

ϕ(t) > 0 для всех t > 0. Кроме того, в этом случае для всех t > 0 выполнено

неравенство ϕ(t + T ) < ϕ(t) (это следует из неравенства
∫ T

0
a(τ)dτ < 0).

Таким образом, второе утверждение леммы получается из утверждения 3)

следствия 3.2. �

Равенство (4.3) применяется также для доказательства следующего

утверждения.

Лемма 4.2. Пусть
∫ T

0
a(τ)dτ > 0. Тогда имеют место следующие

свойства:

1) если z0 < c0, то freqT (z, (−∞, c]) 6 freq(z, (−∞, c]) = 1;

2) если z0 > c0, то freqT (z, (∞, c]) = freq(z, (−∞, c]) = 0;

3) если z0 = c0, то

freqT (z, (−∞, c]) = freq(z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z(t) 6 c}

T
. (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Если z0 < c0, из равенства (4.3) получа-

ем

ϕ(t) = z(t)− z̃(t) → −∞ при t→ +∞,

поэтому z(t) → −∞ при t → +∞. Это означает, что для любого ε 6 c

найдется такое t0 = t0(ε) > 0, что для всех t > t0 выполнено неравенство
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z(t) < ε. Следовательно,

freq(z, (−∞, c])
.
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 c

}
ϑ

=

= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, t0) : z(t) 6 c

}
ϑ

+ lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [t0, ϑ] : z(t) < ε 6 c

}
ϑ

=

= 0 + lim
ϑ→∞

ϑ− t0
ϑ

= 1.

2) Если z0 > c0, из равенства (4.3) получаем

ϕ(t) = z(t)− z̃(t) → +∞ при t→ +∞,

поэтому z(t) → +∞ при t → +∞. Это означает, что для любого ε > c

найдется такое t0 > 0, что для всех t > t0 выполенено неравенство z(t) > ε.

Тогда

freqT (z, (−∞, c])
.
= inf

τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : z(t) 6 c

}
T

6

6 inf
τ> t0

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : z(t) 6 c

}
T

=

= inf
τ> t0

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : z(t) > ε, z(t) 6 c

}
T

.

Поскольку для любого τ > t0 множество тех t из отрезка [τ, τ + T ], для

которых z(t) > ε и z(t) 6 c — пустое множество, то мера этого множества

равно нулю. Следовательно,

freqT (z, (−∞, c]) = 0.

Дальше докажем, что freq(z(−∞, c]) = 0 :

freq(z, (−∞, c])
.
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 c

}
ϑ

=

= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, t0) : z(t) 6 c

}
ϑ

+ lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [t0, ϑ] : z(t) > ε, z(t) 6 c

}
ϑ

=

= 0 + 0 = 0.
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3) Если z0 = c0, то z(t) = z̃(t) — периодическое решение, поэтому

равенство (4.4) выполнено в силу следствия 3.2.

П р и м е р 4.1. Получим равенства для вычисления характеристи-

ки freqT (z, (−∞, c]), где z(t) — численность популяции, динамика которой

задана задачей Коши

ż =
(
ε(t)− α(t)z

)
z, z(0) = z0. (4.5)

Здесь z0 > 0, ε(t) и α(t) — непрерывные периодические функции с перио-

дом T > 0. Предполагаем, что существуют постоянные α1, α2 и ε1, ε2 такие,

что

0 < α1 6 α(t) 6 α2, 0 < ε1 6 ε(t) 6 ε2. (4.6)

Покажем сначала, что для любого начального размера популяции

z0 > 0 с течением времени кривая численности популяции z(t) стремит-

ся к периодической кривой, которая задается следующей функцией:

z̃(t) =

z̃0 exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)
z̃0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

, где

z̃0 =

exp
(∫ T

0
ε(τ)dτ

)
− 1∫ T

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds

.

Действительно, решение задачи Коши (4.5) имеет вид:

z(t) =

z0 exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)
z0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

.
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Тогда z(t)− z̃(t) = h(t) · g(t), где

h(t) =
z0 − z̃0

z0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

,

g(t) =

exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)
z̃0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

.

Из неравенств (4.6) следует, что∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds > α1

∫ t

0
eε1sds =

α1

ε1

(
eε1t − 1

)
. (4.7)

Поэтому, если z0 > 0, то

z0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1 →∞ при t→ +∞.

Следовательно, функция h(t) стремится к нулю при t→ +∞.

Далее, функция g(t) периодическая c периодом T > 0, поскольку

функция z̃(t) периодическая с тем те периодом. Поэтому, чтобы доказать

ограниченность g(t), достаточно показать, что она ограничена на отрезке

[0, T ]. Из (4.6) и (4.7) следует, что z̃0 > 0, тогда

z̃0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1 > 1.

Следовательно, для всех t > 0 справедливо неравенство

g(t) < exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)
и если t ∈ [0, T ], то

g(t) < exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)
< eε2t 6 eε2T .
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Таким образом, если z0 > 0, то выполнено равенство

lim
t→∞

(z(t)− z̃(t)) = 0. (4.8)

Пусть z0 ∈ (0, z̃0], тогда ϕ(t) = z(t)− z̃(t) 6 0 для всех t > 0. Из (4.8)

в силу следствия 3.2 получаем, что

freqT (z, (−∞, c]) = freq(z̃, (−∞, c]) =
mes

{
t ∈ [0, T ] : z̃(t) 6 c

}
T

.

-

6

rrr
r

r
r

T

t

z0

c
z̃(t)

z(t)

z̃0

z0

Рис. 6. Функции z(t) и z̃(t) в случаях, когда

z0 6 z̃0 и z0 > z̃0; на оси Ot заштриховано мно-

жество {t ∈ [0, T ] : z̃(t) 6 c}.

Пусть z0 > z̃0. Несложно проверить, что неравенство h(t+ T ) 6 h(t)

выполнено для всех t > 0. Учитывая периодичность и положительность

функции g(t), получаем

ϕ(t+ T ) = h(t+ T )g(t+ T ) = h(t+ T )g(t) 6 h(t)g(t) = ϕ(t)

для всех t > 0. Тогда в силу следствия 3.2

freqT (z, (−∞, c]) =
mes

{
t ∈ [0, T ] : z(t) 6 c

}
T

.
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Глава 2

Статистические характеристики множества

достижимости управляемых систем со

случайными параметрами

В данной главе представлено продолжение работ [28, 29, 32, 34], в кото-

рых введено расширение понятия инвариантности множеств относительно

управляемых систем и дифференциальных включений. Это расширение

состоит в исследовании множеств, которые не являются инвариантными

в «классическом» смысле, но обладают свойством статистической инвари-

антности.

Здесь исследуются статистически инвариантные множества и стати-

стические характеристики управляемых систем со случайными параметра-

ми. В отличие от детерминированных систем, для систем со случайными

параметрами часто возникает ситуация, когда множество достижимости

системы D
(
t, σ,M(σ)

)
находится в множестве M(htσ) с относительной ча-

стотой, равной единице, причем это происходит не для всех, а для почти

всех σ из некоторого множества Σ∗ ⊂ Σ, вероятностная мера которого

ν(Σ∗) = µ, µ ∈ (0, 1]. Поэтому для таких систем необходимо рассматривать

свойства статистической инвариантности, выполненные с заданной веро-

ятностью. В данной работе исследуются условия инвариантности (в ука-

занном выше смысле) множества M(σ), выраженные в терминах функций

Ляпунова, производной Кларка, динамической системы сдвигов и харак-

теристики freq(σ, z∗, (−∞, 0]), которая является относительной частотой

попадания траектории верхнего решения z∗(t, σ) задачи Коши

ż = w(htσ, z), z(σ, 0) = z0(σ)
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в множество (−∞, 0]. Здесь также получены оценки различных статистиче-

ских характеристик для управляемых систем со случайными параметрами.

Результаты работы могут найти применение в задачах, возникающих

в биологии, экономике и технике, которые описываются следующей вероят-

ностной моделью. Рассматривается управляемая система, которую можно

отождествить со стационарным случайным процессом. Для этого процес-

са длины промежутков между моментами переключения с одного состо-

яния на другое являются случайными величинами с заданной функцией

распределения. Множество состояний процесса конечно; для него заданы

начальное вероятностное распределение и вероятности перехода с одного

состояния на другое. Представляет интерес оценить относительную часто-

ту поглощения множества достижимости управляемой системы заданным

множеством M(σ) и получить условия инвариантности и статистической

инвариантности множества M(σ), выполненные с заданной вероятностью.

§ 5 . Теорема сравнения для статистических характе-

ристик управляемой системы со случайными па-

раметрами

В данном параграфе исследуются статистические характеристики множе-

ства достижимости семейства управляемых систем

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn, (5.1)

зависящих от параметра σ ∈ Σ. В частности, будем изучать управляемую

систему, порожденную метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht) и
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функциями f и U. Предполагаем, что множество Σ содержит бесконечное

число элементов.

О п р е д е л е н и е 5.1 (см. [1, с. 156], [11, с. 12] ). Метрической дина-

мической системой называется четверка (Σ,A, ν, ht), где Σ — фазовое про-

странство динамической системы; A — некоторая сигма-алгебра подмно-

жеств Σ; ht — однопараметрическая группа измеримых преобразований

фазового пространства Σ в себя (измеримость означает, что htA ∈ A для

каждого A ∈ A и для любого t ∈ R). Далее, ν — вероятностная мера с но-

сителем на пространстве Σ, инвариантная относительно потока ht, то есть

ν(htA) = ν(A) для всех A ∈ A и любого t ∈ R.

У с л о в и е 5.1. Существует σ ∈ Σ, для которого выполнены пере-

численные ниже свойства:

1) для каждого t ∈ R функция (x, u) 7→ f(htσ, x, u) непрерывна;

2) для каждой точки (x, u) ∈ Rn × Rm функция t 7→ f(htσ, x, u)

кусочно-непрерывна;

3) функция (t, x) 7→ U(htσ, x) принимает значения в пространстве

comp(Rm) непустых компактных подмножеств Rm и полунепрерывна свер-

ху в метрике Хаусдорфа для всех (t, x) ∈ R× Rn.

Пусть σ ∈ Σ фиксировано и удовлетворяет условию 5.1. Поставим в

соответствие системе (5.1) дифференциальное включение

ẋ ∈ F (htσ, x), F (htσ, x) = coH(htσ, x), (5.2)

где для каждой фиксированной точки (σ, x) ∈ Σ×Rn множество H(htσ, x)

состоит из всех предельных значений функции f
(
htiσ, xi, U(htiσ, xi)

)
при

(ti, xi) → (t, x). Далее, запись coH(htσ, x) означает замыкание выпуклой

оболочки множества H(htσ, x).
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Каждому множеству X ∈ comp(Rn) и моменту времени t > 0 по-

ставим в соответствие множество D(t, σ,X), состоящее из всех значений в

момент t решений t 7→ ϕ(t, σ, x) включения (5.2), когда начальное условие

ϕ(0, σ, x) = x пробегает все множество X. Множество D(t, σ,X) является

сечением в момент времени t > 0 интегральной воронки включения (5.2)

и называется множеством достижимости управляемой системы (5.1).

Полагаем, что для заданного множества X ∈ comp(Rn) множество до-

стижимости D
(
t, σ,X

)
существует при всех t > 0; это означает, что для

каждого x ∈ X существует решение ϕ(t, σ, x) включения (5.2), удовлетво-

ряющее начальному условию ϕ(0, σ, x) = x и продолжаемое на полуось

R+ = [0,+∞).

Введем в рассмотрение отображение t 7→ M(htσ) со значениями в

пространстве comp(Rn) и множество

M(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(htσ)}.

Предполагаем, что функция t 7→M(htσ) непрерывна в метрике Хаусдорфа.

Для определения статистических характеристик множества достижимости

рассмотрим подмножество числовой прямой

α(ϑ, σ,X)
.
=
{
t ∈ [0, ϑ] : D

(
t, σ,X

)
⊆M(htσ)

}
.

О п р е д е л е н и е 5.2 (см. [29, 34] ). Относительной частотой по-

глощения множества достижимости D(t, σ,X) системы (5.1) множеством

M(σ) называется характеристика

freq(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ, σ,X)

ϑ
=

= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

, (5.3)
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где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если предел (5.3) не существу-

ет, то характеристики

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ, σ,X)

ϑ
,

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(ϑ, σ,X)

ϑ

называются соответственно, верхней и нижней относительными часто-

тами поглощения множества достижимости D(t, σ,X) системы (5.1) мно-

жеством M(σ).

О п р е д е л е н и е 5.3 (см. [29, 34] ). Множество M(σ) называется

статистически инвариантным относительно управляемой системы (5.1),

если выполнено равенство freq
(
σ,DM(σ),M

)
= 1.

Множество M(σ) называется положительно инвариантным отно-

сительно системы (5.1), если для любого t > 0 выполнено вложение

D
(
t, σ,M(σ)

)
⊆M(htσ).

Пусть задано положительное число r. Обозначим через

M r(σ) = M(σ) +Or(0)

замкнутую r-окрестность множества M(σ) в Rn, через

N r(σ) = M r(σ) \M(σ)

внешнюю r-окрестность границы M(σ), также построим множество

Nr(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈ N r(htσ)}.

О п р е д е л е н и е 5.4 (см. [22] ). Скалярная функция x 7→ V (σ, x)

называется функцией Ляпунова (относительно заданного множества M(σ)),
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если функция (t, x) 7→ V (htσ, x) удовлетворяет локальному условию Лип-

шица и выполнены следующие условия:

1) V (htσ, x) 6 0 для всех (t, x) ∈ M(σ);

2) V (htσ, x) > 0 для некоторого r > 0 и всех (t, x) ∈ Nr(σ).

О п р е д е л е н и е 5.5 (см. [57] ). Функция (t, x) 7→ V (htσ, x) удо-

влетворяет локальному условию Липшица, если для любого ϑ > 0 найдется

такая константа ` = `(ϑ, σ), что для любой пары точек

(ti, xi) ∈ Q
.
= {(t, x) ∈ R× Rn : |t| 6 ϑ, x ∈M r(htσ)}, i = 1, 2

выполнено неравенство∣∣V (ht1σ, x1)− V (ht2σ, x2)
∣∣ 6 `(|t1 − t2|+ |x1 − x2|).

О п р е д е л е н и е 5.6. Для локально липшицевой функции V (σ, x)

обобщенной производной в точке (σ, x) ∈ Σ × Rn по направлению вектора

q ∈ Rn называется следующий предел (см. [9, c. 17] )

V o(σ, x; q)
.
= lim sup

(ϑ,y,ε)→(σ,x,+0)

V (hεϑ, y + εq)− V (ϑ, y)

ε
,

а выражения

V o
min(σ, x)

.
= inf

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q); V o

max(σ, x)
.
= sup

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q),

называются нижней и верхней производными функции V в силу диффе-

ренциального включения (5.2).

Рассмотрим скалярную задачу Коши

ż = w(htσ, z), z(0, σ) = z0(σ). (5.4)

54



У с л о в и е 5.2. Существует σ ∈ Σ такое, что имеют место следую-

щие свойства:

1) для каждого t > 0 функция z 7→ w(htσ, z) непрерывна и удовле-

творяет неравенству

lim
|z|→∞

|w(htσ, z)|
|z|

<∞ ;

2) для каждого z ∈ R функция t 7→ w(htσ, z) кусочно-непрерывна.

Если условие 5.2 выполнено для заданного σ ∈ Σ, то существует верхнее

решение z∗(t, σ) задачи Коши (5.4), определенное для всех t ∈ [0,∞) (см.

[28], [66], [67]).

Рассмотрим характеристику

freq(σ, z∗, (−∞, 0])
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

. (5.5)

Если предел (5.5) существует, то freq(σ, z∗, (−∞, 0]) является относитель-

ной частотой попадания траектории решения z∗(t, σ) в множество (−∞, 0].

Если данный предел не существует, исследуем характеристики

freq∗(σ, z∗, (−∞, 0])
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

,

freq∗(σ, z
∗, (−∞, 0])

.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

.

Теорема 5.1. (см. [36]). Пусть для σ ∈ Σ выполнены условия 5.1 и

5.2 и для каждой точки x ∈M(σ) все решения включения (5.2) с началь-

ным условием ϕ(0, σ, x) = x продолжаемы на полуось R+. Предположим,

что существуют функции V (σ, x) и w(σ, z) такие, что функция V (σ, x)

является функцией Ляпунова относительно множества M(σ) и для всех

x ∈ Rn справедливо неравенство

V o
max(σ, x) 6 w

(
σ, V (σ, x)

)
. (5.6)
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Тогда, если X ∈ comp(Rn) и max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ), то выполнены неравен-

ства
freq∗(σ,DX ,M) > freq∗(σ, z∗, (−∞, 0]),

freq∗(σ,DX ,M) > freq∗(σ, z
∗, (−∞, 0]).

(5.7)

Следовательно, если z0(σ) = 0 и freq(σ, z∗, (−∞, 0] = 1, то мно-

жество M(σ) статистически инвариантно относительно управляемой

системы (5.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для заданного σ ∈ Σ и для каждого x ∈ X
обозначим через ϕ(t, σ, x) некоторое решение включения (5.2), удовлетво-

ряющее начальному условию ϕ(0, σ, x) = x ∈ X. Рассмотрим функцию

v(t, σ) = V
(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
.

Функция t 7→ v(t, σ) удовлетворяет локальному условию Липшица (см.

[22]), поэтому в силу теоремы Радемахера она дифференцируема при почти

всех t > 0. Поскольку ϕ(0, σ, x) ∈ X, то

v(0, σ) = V (σ, x) 6 max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ).

В работе [22] показано, что в точках дифференцируемости функции v(t, σ)

выполнено неравенство

v̇(t, σ) 6 V o
max
(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
,

поэтому, учитывая (5.6), имеем при всех t > 0 :

v̇(t, σ) 6 w(htσ, v(t, σ)).

Из последнего неравенства и неравенства v(0, σ) 6 z0(σ), в силу теоре-

мы 18.1 работы [28] верхнее решение z∗(t, σ) задачи (5.4) определено и

удовлетворяет неравенству v(t, σ) 6 z∗(t, σ) при всех t > 0. Обозначим
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через freq∗(σ, ϕ,M) нижнюю относительную частоту попадания решения

ϕ(t, σ, x) в множество M(σ), тогда

freq∗(σ, ϕ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t, σ, x) ∈M(htσ)

}
ϑ

=

= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : v(t, σ) 6 0

}
ϑ

.

Далее, из неравенства v(t, σ) 6 z∗(t, σ) следует, что

freq∗(σ, ϕ,M) > freq∗(σ, z
∗, (−∞, 0])

и, так как ϕ(t, σ, x) является произвольным решением включения (5.2) с

начальным условием ϕ(0, σ, x) = x ∈ X, то имеет место неравенство

freq∗(σ,DX ,M) > freq∗(σ, z
∗, (−∞, 0]).

Аналогично получаем неравенство

freq∗(σ,DX ,M) > freq∗(σ, z∗, (−∞, 0]).

Пусть z0(σ) = 0 и freq(σ, z∗, (−∞, 0]) = 1. Рассмотрим множество

X = M(σ), тогда для данного σ ∈ Σ выполнено неравенство

freq∗
(
σ,DM(σ),M

)
> freq∗(σ, z

∗, (−∞, 0]) = freq(σ, z∗, (−∞, 0]) = 1,

следовательно

freq
(
σ,DM(σ),M

)
= freq∗

(
σ,DM(σ),M

)
= 1,

то есть множество M(σ) статистически инвариантно относительно управ-

ляемой системы (5.1). �

Будем говорить, что σ ∈ Σ обладает свойством 1, если для него вы-

полнены условия теоремы 5.1, то есть условия 5.1 и 5.2 и условие про-

должаемости на полуось R+ всех решений включения (5.2) с начальным
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условием ϕ(0, σ, x) = x, x ∈ M(σ). Также предполагаем, что для задан-

ного σ существуют функции V (σ, x) и w(σ, z) такие, что функция V (σ, x)

является функцией Ляпунова относительно множества M(σ) и для всех

x ∈ Rn справедливо неравенство (5.6).

Следствие 5.1. Пусть существует множество Σ∗ ⊆ Σ с мерой

ν(Σ∗) = µ, где µ ∈ (0, 1] такое, что для почти всех σ ∈ Σ∗ выполнено

свойство 1. Тогда, если X ∈ comp(Rn) и max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ) для почти

всех σ ∈ Σ∗, то неравенства (5.7) выполнены с вероятностью ν > µ.

Следовательно, если z0(σ) = 0 и freq(σ, z∗, (−∞, 0]) = 1 для по-

чти всех σ ∈ Σ∗, то множество M(σ) статистически инвариантно

относительно управляемой системы (5.1) с вероятностью ν > µ (если

µ = 1, то множество M(σ) статистически инвариантно с вероятно-

стью единица).

§ 6 . Оценка статистических характеристик множества

достижимости управляемой линейной системы

В данном параграфе получены оценки статистических характеристик управ-

ляемой линейной системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × U, (6.1)

где U — непустое компактное подмножество Rm.

Покажем, что данную систему можно отождествить со стационар-

ным в узком смысле случайным процессом ξ(htσ)
.
=
(
A(htσ), B(htσ)

)
. Для

этого опишем метрическую динамическую систему (Σ,A, ν, ht), которая
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параметризует систему (6.1) и таким образом эта система превращается

в систему со случайными коэффициентами (см. [18], [28]). В дальнейшем

систему (6.1) будем называть системой ξ.

Определим вероятностное пространство (Σ,A, ν), которое является

прямым произведением вероятностных пространств (Σ1,A1, ν1) и (Σ2,A2, ν2).

Здесь Σ1 означает множество числовых последовательностей

θ = (θ0, . . . , θk, . . . ), где θk ∈ (0,∞),
∞∑

k=0

θk = +∞,

A1 является наименьшей сигма-алгеброй, порожденной цилиндрическими

множествами

Ek
.
= {θ ∈ Σ1 : θ0 ∈ I0, . . . , θk ∈ Ik},

где Ii
.
= (ti, si], ti < si, а вероятностная мера ν1 определена следующим

образом. Для каждого полуинтервала Ii определим вероятностную меру

ν̃1(Ii) = Fi(si)− Fi(ti)

с помощью функций распределения Fi(t), t ∈ (0,∞) (последняя запись

означает, что Fi(t) = 0 при t ∈ (−∞, 0]).

На алгебре цилиндрических множеств построим меру

ν̃1(Ek) = ν̃1(I0)ν̃1(I1) . . . ν̃1(Ik).

Тогда в силу теоремы А. Н. Колмогорова (см., например, [59, с. 176]) на

измеримом пространстве (Σ1,A1) существует единственная вероятностная

мера ν1, которая является продолжением меры ν̃1 на сигма-алгебру A1.

Далее, пусть Ψ = {ψ1, . . . , ψ`} — конечное множество матричных пар

ψi
.
= (Ai, Bi), Ai и Bi — матрицы размеров (n×n) и (n×m) соответственно.

Каждой матричной паре ψi = (Ai, Bi) поставим в соответствие линейную
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стационарную систему с матрицами Ai и Bi :

ẋ = Aix+Biu, (x, u) ∈ Rn × U.

Обозначим через Σ2 множество последовательностей

Σ2
.
= {ϕ : ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕk, . . . ), ϕk ∈ Ψ}.

Систему множеств A2 определим как наименьшую сигма-алгебру, порож-

денную цилиндрическими множествами

Gk = G(ϕ0, ϕ1, . . . , ϕk),

где Gk — совокупность всех последовательностей из Σ2, у которых фикси-

рованы k + 1 первых членов.

Пусть заданы неотрицательные функции

πi = p0(ψi), pij = p (ψi, ψj)

такие, что
∑̀
i=1

πi = 1,
∑̀
j=1

pij = 1 для всех i = 1, . . . , ` и числа π1, . . . , π`

удовлетворяют системе уравнений

πj =
∑̀
i=1

πipij, j = 1, . . . , `. (6.2)

Всякое неотрицательное решение данной системы, удовлетворяющее усло-

вию
∑̀
i=1

πi = 1, принято называть стационарным или инвариантным рас-

пределением вероятностей цепи Маркова. Меру цилиндрического множе-

ства Gk определим равенством

ν̃2(Gk) = p0(ϕ0)p (ϕ0, ϕ1) . . . p (ϕk−1, ϕk)

и обозначим через ν2 продолжение меры ν̃2 с алгебры цилиндрических мно-

жеств на сигма-алгебру A2.
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Введем последовательность {τk}∞k=0 следующим образом:

τ0 = 0, τk(θ) =
k−1∑
i=0

θi, где θ ∈ Σ1.

Предполагаем, что θi ∈ (0,∞), i = 0, 1, . . . являются независимыми слу-

чайными величинами, причем θ1, θ2, . . . имеют одинаковое распределение

с функцией распределения F (t) и математическим ожиданием mθ < ∞.

Обозначим через z = z(t, θ) число точек последовательности {τk}∞k=1, рас-

положенных левее t, тогда

z = z(t, θ) = max
{
k : τk 6 t

}
, где t > 0.

Величина z(t, θ) называется процессом восстановления. Зададим функцию

распределения случайной величины θ0 равенством

F0(t) =
1

mθ

∫ t

0

(
1− F (s)

)
ds, t ∈ (0,∞), (6.3)

тогда z(t, θ) является стационарным процессом восстановления (см. [12,

c. 145–147]). Это означает, что данный процесс имеет постоянную скорость

восстановления, то есть функция восстановления

N(t)
.
= Mz(t, θ) + 1

линейна по t : N(t) = at + 1. Здесь и далее буквой M будем обозначать

математическое ожидание случайной величины или функции.

На вероятностном пространстве (Σ1,A1, ν1) определим преобразова-

ние сдвига

ht
1θ =

(
τz+1 − t, θz+1, θz+2, . . .

)
, t > 0.

Поскольку z(t, θ) — стационарный процесс восстановления, преобразование

ht
1 сохраняет меру ν1, то есть для любого множества G ∈ A1 и всех t > 0
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выполнено равенство ν1(h
t
1G) = ν1(G). На пространстве (Σ2,A2, ν2) при

каждом θ ∈ Σ1 зададим преобразование сдвига

ht
2(θ)ϕ = (ϕz, ϕz+1, . . . ).

Из стационарности цепи Маркова следует, что преобразование ht
2 сохраняет

меру ν2. На пространстве (Σ,A, ν) также определим преобразование сдвига

равенством

htσ = ht(θ, ϕ) =
(
ht

1θ, h
t
2(θ)ϕ

)
. (6.4)

Построенная динамическая система (Σ,A, ν, ht) называется косым произве-

дением динамических систем (Σ1,A1, ν1, h
t
1) и (Σ2,A2, ν2, h

t
2(θ)), а преобра-

зование htσ сохраняет меру ν = ν1 × ν2 (см. [11, с. 190]), которая является

прямым произведением вероятностных мер ν1 и ν2.

На пространстве (Σ2,A2, ν2) введем последовательность случайных

величин ζ = (ζ0, ζ1, . . . ), где ζk(ϕ) = ϕk, ϕk ∈ Ψ. Если выполнены равен-

ства (6.2), то последовательность ζ образует однородную цепь Маркова,

которая является стационарной в узком смысле. В данной работе предпо-

лагаем, что цепь Маркова ζ неприводима (неразложима) и положительно

возвратна. Это означает, что все состояния цепи Маркова образуют один

класс сообщающихся возвратных состояний и среднее время возвращения

в каждое из этих состояний конечно (см., например, [59, с. 598–603]).

Пусть ξ(σ) = ϕ0 — случайная величина на вероятностном простран-

стве (Σ,A, ν). Определим случайный процесс

ξ(htσ)
.
=
(
A(htσ), B(htσ)

)
,

тогда для каждого фиксированного σ ∈ Σ функция t 7→ ξ(htσ) кусочно-

постоянная и принимает значения в множестве Ψ. Функция ξ(t, σ) = ξ(htσ)

является стационарным в узком смысле случайным процессом. Это озна-
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чает, что все конечномерные распределения данного процесса инвариантны

относительно сдвига по параметру t, то есть равенство

ν{ξ(t1 + t) ∈ B1, ..., ξ(tk + t) ∈ Bk} = ν{ξ(t1) ∈ B1, ..., ξ(tk) ∈ Bk}

выполнено для любого k ∈ N, произвольных моментов времени t, t1, ..., tk

и любых борелевских множеств B1, ..., Bk (см. [11, с. 167], [59, с. 433]).

Предполагаем, что случайные величины θ1, θ2, . . . имеют функцию

распределения F (t), которая удовлетворяет следующему условию.

У с л о в и е 6.1. 1) F (t) = 0 при t 6 0, mθ
.
=

∫ ∞

0
tdF (t) < +∞;

2) существуют такие постоянные a > 0, C > 0 и δ > 0, что

F (t) 6 C ta при t ∈ (0, δ).

Если выполнено условие 6.1, то найдется множество Σ0 ⊆ Σ такое,

что ν(Σ0) = 1 и для любого σ ∈ Σ0 моменты переключения τ1, τ2, . . . слу-

чайного процесса ξ(htσ) изолированы и число этих моментов бесконечно

(см. [28, с. 106]).

-
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Рис. 7. Функция t 7→ ξ(htσ) — одна из возможных

реализаций случайного процесса ξ(htσ).
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Рассмотрим промежутки [τ1, τ2), [τ2, τ3), . . . , длины которых θ1, θ2, . . .

имеют функцию распределения F (t). Распределение θ0 длины промежут-

ка [0, τ1) определяется равенством (6.3) и в общем случае отлично от F (t),

но поскольку значения пределов freq∗(σ,DM ,M) и freq∗(σ,DM ,M) не за-

висят от поведения системы на [0, τ1), данный промежуток в дальнейшем

рассматривать не будем. Из промежутков [τ1, τ2), [τ2, τ3), . . . выберем те,

на которых система ξ находится в состоянии ψi, обозначим их J1i, J2i, . . . .

Пусть ai > 0 — фиксированное число. Введем случайные величины θki, где

θki равна длине промежутка Jki и случайные величины ski, k = 1, 2, . . . ,

где

ski =

 θki − ai, если θki > ai,

0, если θki 6 ai.

Пусть ni = ni(n) — количество тех промежутков из [τ1, τ2), . . . , [τn, τn+1),

для которых система находится в состоянии ψi (здесь n1 + . . .+ n` = n).

Лемма 6.1. Пусть выполнено условие 6.1 и цепь Маркова ζ непри-

водима и положительно возвратна. Тогда для почти всех σ ∈ Σ справед-

ливы равенства

lim
n→∞

ni∑
k=1

ski

n∑
k=1

θk

=
πi

mθ

(∫ ∞

ai

tdF (t)− ai

(
1− F (ai)

))
, i = 1, . . . , `. (6.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу эргодической теоремы для неприво-

димой положительно возвратной цепи Маркова ζ для почти всех σ выпол-

нено равенство lim
n→∞

ni

n
= πi (см. [12, c. 202]). Из усиленного закона больших

чисел следует, что для почти всех σ имеет место соотношение

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

θk = mθ. (6.6)
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Далее, для каждого фиксированного i = 1, . . . , ` случайные вели-

чины θki, θk+1,i независимы, это следует из независимости θk, θk+1; также

независимы случайные величины ski, sk+1,i, k = 1, 2, . . . Найдем математи-

ческое ожидание случайной величины ski, представив ее в виде разности

ski = s1
ki − s2

ki, где

s1
ki =

 θki, если θki > ai,

0, если θki 6 ai,
s2
ki =

 ai, если θki > ai,

0, если θki 6 ai.

Так как величины θki имеют функцию распределения F (t), то

Ms1
ki =

∫ ∞

ai

tdF (t),

Ms2
ki = ai · ν(θki > ai) + 0 · ν(θki 6 ai) = ai

(
1− F (ai)

)
.

Следовательно,

Mski = Ms1
ki −Ms2

ki =

∫ ∞

ai

tdF (t)− ai

(
1− F (ai)

)
.

Таким образом, для почти всех σ (в силу усиленного закона больших чисел)

lim
n→∞

1

n

ni∑
k=1

ski = lim
n→∞

ni

n
· 1

ni

ni∑
k=1

ski = πi

(∫ ∞

ai

tdF (t)− ai

(
1− F (ai)

))
. (6.7)

Равенства (6.5) следуют из (6.6) и (6.7). �

Пусть задано подмножество M пространства comp(Rn). Обозначим

через Di(t,X) множество достижимости стационарной линейной системы

ψi = (Ai, Bi), i = 1, . . . , ` в момент времени t из начального множества X,

также введем обозначения

αi = αi(X,M) = min
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M при t > τ

}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ при t > τ

}
,

i = 1, . . . , `.
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Если какого-либо из этих моментов времени не существует, положим αi = ∞
или βi = ∞.

Множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} называется положительно инва-

риантным относительно системы ξ, если D(t, σ,X) ⊆ X для всех t > 0 и

σ ∈ Σ.

Теорема 6.1. (см. [36]). Пусть выполнено условие 6.1 и цепь Мар-

кова ζ неприводима и положительно возвратна; M ⊆ X и множество

{(t, x) : t > 0, x ∈ X}

положительно инвариантно относительно системы ξ. Тогда для почти

всех σ ∈ Σ справедливы следующие оценки:

freq∗(σ,DM ,M) >
1

mθ

∑
{i:αi<∞}

πi

(∫ ∞

αi

tdF (t)− αi

(
1− F (αi)

))
, (6.8)

freq∗(σ,DM ,M) 6 1− 1

mθ

∑
{i:βi<∞}

πi

(∫ ∞

βi

tdF (t)− βi

(
1− F (βi)

))
. (6.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для заданного σ ∈ Σ построим множество

D̃(t, σ,X), которое при t ∈ [τk, τk+1), k = 0, 1, . . . совпадает с множеством

Di(t− τk, X) = D(t− τk, σ,X),

если система ξ находится в состоянии ψi при t ∈ [τk, τk+1). Множество

{(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно инвариантно относительно системы

ξ, поэтому для множества M ⊆ X имеют место включения

D(t, σ,M) ⊆ X и D(t, σ,M) ⊆ D̃(t, σ,X).

Из последнего включения следует неравенство

freq∗(σ,DM ,M)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,M) ⊆M}
ϑ

>

> lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}
ϑ

,
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из которого получаем оценку

freq∗(σ,DM ,M) >

> lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}
ϑ

= lim
n→∞

∑̀
i=1

ni∑
k=1

ski

n∑
k=1

θk

. (6.10)

Здесь случайные величины ski = θki − αi, если θki > αi и ski = 0, если

θki 6 αi, k = 1, 2, . . . . Оценка снизу (6.8) следует из (6.5) и (6.10).

Для нахождения оценки сверху для freq∗(σ,DM ,M) воспользуемся

неравенством

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,M) ⊆ X \M}
ϑ

>

> lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆ X \M}
ϑ

.

Рассмотрим случайные величины

ϑki
.
=

 θki − βi, если θki > βi,

0, если θki 6 βi,
где k = 1, 2, . . . .

Тогда

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆ X \M}
ϑ

> lim
n→∞

∑̀
i=1

ni∑
k=1

ϑki

n∑
k=1

θk

. (6.11)

В силу (6.5), для случайных величин ϑki, k = 1, 2, . . . справедливо равен-

ство

lim
n→∞

ni∑
k=1

ϑki

n∑
k=1

θk

=
πi

mθ

(∫ ∞

βi

tdF (t)− βi

(
1− F (βi)

))
, i = 1, . . . , `. (6.12)
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Учитывая (6.11), (6.12) и неравенство

freq∗(σ,DM ,M) + lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,M) ⊆ X \M}
ϑ

6 1,

получим оценку (6.9):

freq∗(σ,DM ,M) 6 1− lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,M) ⊆ X \M}
ϑ

6

6 1− lim
n→∞

∑̀
i=1

ni∑
k=1

ϑki

n∑
k=1

θk

6 1− 1

mθ

∑
{i:βi<∞}

πi

(∫ ∞

βi

tdF (t)− βi

(
1− F (βi)

))
.

�

Следствие 6.1. Пусть θk = d, d > 0, k = 1, 2 . . . и для заданного

σ ∈ Σ выполнены равенства (6.5); M ⊆ X и множество

{(t, x) : t > 0, x ∈ X}

положительно инвариантно относительно системы ξ. Тогда справедли-

вы следующие оценки:

freq∗(σ,DM ,M) >
1

d

∑
{i:αi<d}

πi(d− αi),

freq∗(σ,DM ,M) 6 1− 1

d

∑
{i:βi<d}

πi(d− βi).
(6.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если θk = d > 0, k = 1, 2 . . . , то mθ = d и∫ ∞

αi

tdF (t) =

 d, αi < d,

0, αi > d,
F (αi) =

 0, αi < d,

1, αi > d.

Подставляя данные равенства (и аналогичные равенства для βi) в (6.8),

(6.9), получаем (6.13). �
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Функцию V (x) будем называть функцией Ляпунова относительно

множества M, если она удовлетворяет локальному условию Липшица,

V (x) 6 0 для всех x ∈M и V (x) > 0 для всех x ∈M r \M.

Лемма 6.2. Пусть M ⊆ X, X ∈ comp(Rn), v0 = max
x∈X

V (x). Пред-

положим, что существуют функция Ляпунова V (x) относительно мно-

жества M и постоянные ai, bi, такие что ai 6= 0, bi < 0, bi + aiv0 < 0.

Если для всех x ∈ Rn выполнено неравенство

V o
max(x)

.
= sup

q∈Aix+BicoU
V o(x; q) 6 aiV (x) + bi, (6.14)

то αi(X,M)
.
= min

{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M при t > τ

}
=

=
1

ai
ln

bi
bi + aiv0

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого x из множества X обозна-

чим через ϕ(t, x) некоторое решение управляемой системы ψi = (Ai, Bi),

удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x ∈ X. Рассмотрим функ-

цию v(t) = V
(
ϕ(t, x)

)
, которая дифференцируема при почти всех t > 0.

Поскольку ϕ(0, x) ∈ X, то имеет место неравенство v(0) = V (x) 6 v0. Из

неравенств (6.14) и v̇(t) 6 V o
max
(
ϕ(t, x)

)
получаем при всех t > 0 неравен-

ство v̇(t) 6 aiv(t) + bi. Обозначим через z(t) решение задачи Коши

ż = aiz + bi, z(0) = v0,

тогда

z(t) =
bi
ai

(
eait − 1

)
+ v0e

ait, t > 0

и в силу теоремы о дифференциальных неравенствах v(t) 6 z(t) при всех

t > 0. Если ai 6= 0, bi < 0 и bi + aiv0 < 0, то z(t) 6 0 при всех

t > ti =
1

ai
ln

bi
bi + aiv0

.
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Поскольку M ⊆ X и V (x) является функцией Ляпунова относительно

множества M, то v0 = max
x∈X

V (x) > 0; отсюда несложно получить, что

ti > 0. Таким образом, при t > ti выполнено неравенство v(t) 6 z(t) 6 0,

из которого следует, что

Di(t,X) ⊆M

при t > ti. Из определения αi получаем равенство αi = ti. �

Доказательство следующего утверждения аналогично доказательству

леммы 6.2.

Лемма 6.3. Пусть M ⊆ X, X ∈ comp(Rn), s0 = min
x∈X

V (x) < 0.

Предположим, что существуют функция Ляпунова V (x) относительно

множества M и постоянные ai, bi, такие что ai 6= 0, bi > 0, bi +ais0 > 0.

Если для всех x ∈ Rn выполнено неравенство

V o
min(x)

.
= inf

q∈Aix+BicoU
V o(x; q) > aiV (x) + bi,

то βi(X,M)
.
= inf

{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ при t > τ

}
=

=
1

ai
ln

bi
bi + ais0

.

§ 7 . Примеры оценивания статистических характери-

стик

Отметим, что для оценки статистических характеристик системы (6.1) с

помощью теорем 5.1 и 6.1 удобно рассматривать функцию вида

w(σ, z) = a(σ)z + b(σ)
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и предполагать, что для каждого σ ∈ Σ функции t 7→ a(htσ) и t 7→ b(htσ)

кусочно-постоянные и имеют точки разрыва, совпадающие с точками раз-

рыва реализаций случайного процесса

ξ(htσ) =
(
A(htσ), B(htσ)

)
.

Таким образом, нужно исследовать поведение решения z(t, σ) задачи Коши

ż = a(htσ)z + b(htσ), z(0, σ) = z0(σ) (7.1)

и найти оценки для почти всех σ ∈ Σ характеристик freq(σ, z, (−∞, 0]),

freq∗(σ, z, (−∞, 0]) и freq∗(σ, z, (−∞, 0]), введенных в шестом параграфе.

Для параметризации задачи (7.1) выбираем метрическую динами-

ческую систему (Σ̂,A, ν, ht), которая отличается от рассмотренной ранее

динамической системы (Σ,A, ν, ht) только тем, что для пространства Σ2

множество Ψ содержит пары чисел ψ̂i
.
= (ai, bi), i = 1, . . . , `. Каждому

состоянию ψ̂i поставим в соответствие линейное уравнение

ż = aiz + bi, i = 1, . . . , `.

Определим случайный процесс η(htσ)
.
=
(
a(htσ), b(htσ)

)
, порождаемый

потоком htσ (см. (6.4)) и отметим, что при каждом σ ∈ Σ̂ функция

t 7→ η(htσ) кусочно-постоянная и η(htσ) = ϕk при всех t ∈ [τk, τk+1), где

ϕk = (ak, bk) ∈ Ψ. Точки τ1, τ2, . . . разрыва реализаций случайного про-

цесса η(htσ) будем называть моментами переключения данного процесса,

а задачу Коши (7.1) назовем задачей η.

П р и м е р 7.1. Найдем оценки (с вероятностью единица) пределов

freq∗(σ, z, (−∞, 0]) и freq∗(σ, z, (−∞, 0])

для задачи Коши (7.1). Рассмотрим случай, когда ai < 0 для всех i = 1, . . . , `

и обозначим Ci = − bi
ai
. Предположим, что C1 < C2 < . . . < C`, C1 < 0,
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C` > 0 и случайные величины θ1, θ2, . . . имеют функцию распределения

F (t), которая удовлетворяет условию 6.1. Отметим, что числа Ci являют-

ся пределами решений уравнений ż = aiz+bi при фиксированном i, то есть

в случае, когда задача η соответствует паре ψ̂i = (ai, bi) при всех t > 0.

Отсюда следует, что множество Σ̂×X, где X = [C1, C`] является положи-

тельно инвариантным относительно η.

Пусть z1
i (t), i = 1, . . . , ` — решение задачи Коши

ż = aiz + bi, z(0) = z0 (7.2)

с начальным условием z0 = C1; z
`
i (t), i = 1, . . . , ` — решение задачи Ко-

ши (7.2) с начальным условием z0 = C`. Тогда Di(t,X) — множество до-

стижимости уравнения ψ̂i в момент времени t из начального множества

X = [C1, C`] является отрезком [z1
i (t), z

`
i (t)], i = 1, . . . , `. Пусть M = [C1, 0],

найдем

αi = αi(X,M) = min
{
τ ∈ [0,∞) : z`

i (t) 6 0 при t > τ
}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
τ ∈ [0,∞) : z1

i (t) > 0 при t > τ
}
, i = 1, . . . , `.

Решая неравенства z`
i (t) 6 0 и z1

i (t) > 0, находим, что

αi =
1

ai
ln

bi
bi + aiC`

, если Ci < 0 и αi = ∞, если Ci > 0;

βi =
1

ai
ln

bi
bi + aiC1

, если Ci < 0 и βi = ∞, если Ci > 0.

Таким образом, в силу теоремы 6.1 справедливы оценки

freq∗(σ, z, (−∞, 0]) >
1

mθ

∑
{i:Ci<0}

πi

(∫ ∞

αi

tdF (t)− αi

(
1− F (αi)

))
,

freq∗(σ, z, (−∞, 0]) 6 1− 1

mθ

∑
{i:Ci>0}

πi

(∫ ∞

βi

tdF (t)− βi

(
1− F (βi)

))
.
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z`
i (t)
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Рис. 8. Если Ci < 0, то αi <∞; если Ci > 0,

то αi = ∞.

Если ai < 0 для всех i = 1, . . . , ` и C1 < C2 < . . . < C` < 0, то

freq(σ, z, (−∞, 0]) = 1 для всех σ ∈ Σ; если ai < 0 для всех i = 1, . . . , ` и

0 < C1 < C2 < . . . < C`, то freq(σ, z, (−∞, 0]) = 0 для всех σ ∈ Σ.

П р и м е р 7.2. Рассмотрим управляемую линейную систему

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R2 × R, (7.3)

которую мы отождествляем со случайным процессом

ξ(htσ)
.
=
(
A(htσ), B(htσ)

)
.
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Предполагаем, что система (7.3) параметризована метрической динами-

ческой системой (Σ,A, ν, ht), которая описана в предыдущем параграфе.

Здесь множество Σ = Σ1 × Σ2, Σ1 является множеством числовых после-

довательностей θ = (θ0, . . . , θk, . . . ), где θk, k = 1, 2 . . . имеют равномерное

распределение на отрезке [a, b], 0 < a < b; множество Ψ содержит два

состояния ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2, где

A1 =

(
−1 −1

1 −1

)
, B1 =

(
0

0, 5

)
, A2 =

(
−1 0

0 −1

)
, B2 =

(
0, 5

−0, 5

)
.

Задано множество U = [0, 5; 1] и матрица переходных вероятностей

P = {pij} =

(
0, 8 0, 2

0, 6 0, 4

)

для цепи Маркова ζ. Найдем оценку (с вероятностью единица) характе-

ристики freq∗(σ,DM ,M) для множества M = Σ ×M, где M = O 2
3
(0) —

замкнутый шар с центром в начале координат радиуса
2

3
.

Системе (7.3) поставим в соответствие дифференциальное включение

ẋ ∈ F (htσ, x), (7.4)

где для каждой фиксированной точки (σ, x) ∈ Σ×Rn множество F (htσ, x)

состоит из всех предельных значений функции

f
(
htiσ, xi, U

)
= A(htiσ)xi +B(htiσ)U

при (ti, xi) → (t, x).

Обозначим через Σ2i, i = 1, 2 подмножество Σ2, которое являет-

ся множеством последовательностей с фиксированой первой координатой:

ϕ0 = ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2. Поскольку множество Ψ содержит два со-

стояния ψ1, ψ2, то Σ2 = Σ21 ∪ Σ22 и пространство Σ можно представить в
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виде суммы непересекающихся множеств Σ = Σ1 ∪ Σ2, где Σ1 = Σ1 × Σ21,

Σ2 = Σ1 × Σ22. Такое представление Σ связано с тем, что для множеств

Σ1 и Σ2 по разному находятся производные в силу дифференциального

включения. Рассмотрим функцию Ляпунова

V (σ, x) = x2
1 + x2

2 −
4

9

относительно множества Σ×O 2
3
(0) и найдем верхнюю производную данной

функции в силу включения (7.4). Если σ ∈ Σ1, то

V o
max(σ, x) =


−2x2

1 − 2x2
2 + x2 при x2 > 0,

−2x2
1 − 2x2

2 +
1

2
x2 при x2 < 0;

(7.5)

если σ ∈ Σ2, то

V o
max(σ, x) =


−2x2

1 − 2x2
2 + x1 − x2 при x1 > x2,

−2x2
1 − 2x2

2 +
1

2
(x1 − x2) при x1 < x2.

Отметим, что множество M = Σ × O 2
3
(0) содержится в множестве

Σ×O 1√
2
(0), положительно инвариантном относительно управляемой си-

стемы (7.3). Это следует из неравенства V o
max(σ, x) 6 0, которое верно для

функции Ляпунова

V (σ, x) = x2
1 + x2

2 −
1

2

относительно данного множества для всех (σ, x) ∈ Σ×R2\O 1√
2
(0) (условия

положительной инвариантности получены в работах [22], [23]).

Для функции Ляпунова V (x) = x2
1+x

2
2−

4

9
линейной системы ψ1 отно-

сительно множества M = O 2
3
(0) существуют постоянные a1, b1 (например,

a1 = −1, b1 = − 7

36
) такие, что для всех x ∈ R2 выполнено неравенство

(6.14). Действительно, для функции V (x) производная V o
max(x) задается
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равенством (7.5) и неравенство (6.14) при указанных a1, b1 имеет вид

V o
max(x) 6 −x2

1 − x2
2 +

1

4
.

Найдем v0 = max
x∈X

V (x) =
1

18
, где X = O 1√

2
(0), поэтому в силу леммы 6.2

имеет место α1 = ln
9

7
.

Найдем вектор стационарного распределения для цепи Маркова ζ :

π = (π1, π2) = (3/4; 1/4). Чтобы применить теорему 6.1, нужно доказать,

что эта цепь Маркова неприводима и положительно возвратна. Согласно

[59, с. 610], для этого достаточно показать, что ζ является эргодической

цепью Маркова (что очевидно в силу неравенства min
i,j

pij > 0).

Можно показать, что для функции V (x) и системы ψ2 не существует

постоянных a2, b2, удовлетворяющих условиям леммы 6.2, поэтому поло-

жим α2 = +∞. Таким образом, если a > ln
9

7
= α1, то∫ ∞

α1

tdF (t) =

∫ ∞

α1

tf(t)dt =

∫ b

a

tdt

b− a
= mθ =

a+ b

2
,

поэтому из (6.8) следует, что с вероятностью единица справедлива оценка

freq∗(σ,DM ,M) >
2

a+ b
· 3

4

(a+ b

2
− ln

9

7

)
=

3

4
− 3

2(a+ b)
ln

9

7
.

Eсли a < ln
9

7
= α1 < b, то∫ ∞

α1

tdF (t) =

∫ b

α1

tdt

b− a
=

b2 − α2
1

2(b− a)
,

поэтому из (6.8) получаем, что с вероятностью единица

freq∗(σ,DM ,M) >
2

a+ b
· 3

4

( b2 − α2
1

2(b− a)
− α1

(
1− α1 − a

b− a

))
=

=
3

4(b2 − a2)

(
b− ln

9

7

)2
.
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Глава 3

Характеристики инвариантности множества

достижимости управляемых систем со

случайными параметрами

Получены оценки характеристик, которые отражают свойство равномер-

ности пребывания множества достижимости управляемой системы со слу-

чайными параметрами

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn

в множестве M(σ) = {(t, x) : t ∈ [0,+∞), x ∈M(htσ)} на отрезке заданной

длины. Это характеристики freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) и freqϑ(σ,D,M), которые

отличаются от характеристик, введенных в первой главе тем, что каждая

из них зависит также от случайного параметра σ ∈ Σ. Получены оценки

данных характеристик, выраженные в терминах функций Ляпунова, про-

изводной в силу дифференциального включения и динамической системы

сдвигов. В частности, получены оценки, выполненные с вероятностью еди-

ница, для характеристик управляемой системы, которую будем называть

системой с переключениями. Данную систему можно отождествить со ста-

ционарным случайным процессом, множество состояний которого конечно;

для него заданы начальное вероятностное распределение и вероятности на-

хождения в каждом состоянии; длины промежутков между моментами пе-

реключения системы с одного состояния на другое являются случайными

величинами с заданной функцией распределения. В последнем параграфе

рассматривается пример оценки исследуемых характеристик для линейной

управляемой системы с переключениями.
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§ 8 . Характеристики инвариантности множества до-

стижимости управляемой системы на конечном

промежутке времени

В этом параграфе рассматривается семейство управляемых систем

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn, (8.1)

зависящих от параметра σ ∈ Σ. Так же, как в главе 2, предполагаем, что

выполнено условие 5.1, то есть существует σ ∈ Σ, для которого имеют

место следующие свойства:

1) для каждого t ∈ R функция (x, u) 7→ f(htσ, x, u) непрерывна;

2) для каждой точки (x, u) ∈ Rn × Rm функция t 7→ f(htσ, x, u)

кусочно-непрерывна;

3) функция (t, x) 7→ U(htσ, x) принимает значения в пространстве

comp(Rm) непустых компактных подмножеств Rm и полунепрерывна свер-

ху в метрике Хаусдорфа для всех (t, x) ∈ R× Rn.

Пусть σ ∈ Σ фиксировано и удовлетворяет условию 5.1. Рассмотрим

соответствующее системе (8.1) дифференциальное включение

ẋ ∈ F (htσ, x), F (htσ, x) = coH(htσ, x), (8.2)

где для каждой фиксированной точки (σ, x) ∈ Σ×Rn множество H(htσ, x)

состоит из всех предельных значений функции f
(
htiσ, xi, U(htiσ, xi)

)
при

(ti, xi) → (t, x).

Каждому множеству X ∈ comp(Rn), σ ∈ Σ и моменту времени t > 0

поставим в соответствие множество D(t, σ,X) — множество достижимости
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системы (8.1) в момент времени t при фиксированном σ ∈ Σ из начального

множества X. Для каждого σ ∈ Σ введем в рассмотрение отображение

t 7→M(htσ) со значениями в пространстве comp(Rn) и множество

M(σ) = {(t, x) : t ∈ [0,+∞), x ∈M(htσ)}.

Предполагаем, что функция t 7→M(htσ) непрерывна в метрике Хаусдорфа.

Аналогично рассмотренному в первой главе множеству α(τ, ϑ,X),

введем в рассмотрение измеримое по Лебегу множество

α(τ, ϑ, σ,X)
.
=
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)

}
.

Так же, как в главе 1, определим характеристики, связанные с инвариант-

ностью множества M(σ) на конечном промежутке времени.

О п р е д е л е н и е 8.1. Относительной частотой поглощения мно-

жества достижимостиD(t, σ,X) системы (8.1) заданным множеством M(σ)

на отрезке [τ, τ + ϑ] будем называть характеристику

freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M)
.
=

mesα(τ, ϑ, σ,X)

ϑ
=

=
mes

{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)

}
ϑ

. (8.3)

Важно рассматривать относительную частоту freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) для лю-

бого момента времени τ > 0, поэтому естественно для заданного ϑ > 0

определить характеристику

freqϑ(σ,D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) =

= inf
τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)

}
ϑ

. (8.4)

Рассмотрим скалярную задачу Коши

ż = w(htσ, z), z(0, σ) = z0(σ) (8.5)
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в предположении, что выполнено условие 5.2.

Введем характеристику

freq[τ,τ+ϑ](σ, z
∗, (−∞, 0])

.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

,

которую назовем относительной частотой пребывания верхнего решения

z∗(t, σ) задачи Коши (8.5) в множестве (−∞, 0] на отрезке [τ, τ +ϑ]. Будем

также рассматривать характеристику

freqϑ(σ, z
∗, (−∞, 0])

.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](σ, z

∗, (−∞, 0]) =

= inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t, σ) 6 0}
ϑ

,

которая отображает свойство равномерности нахождения верхнего реше-

ния z∗(t, σ) в множестве (−∞, 0].

Теорема 8.1. (см. [50]). Пусть для σ ∈ Σ выполнены условия 5.1,

5.2 и для каждой точки x ∈ M(σ) все решения включения (8.2), удовле-

творяющие начальному условию ϕ(0, σ, x) = x, продолжаемы на полуось

R+. Предположим, что существуют функции V (σ, x) и w(σ, z) такие,

что функция V (σ, x) является функцией Ляпунова относительно мно-

жества M(σ) и для всех x ∈ Rn выполнено неравенство

V o
max(σ, x) 6 w

(
σ, V (σ, x)

)
. (8.6)

Тогда если X ∈ comp(Rn) и max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ), то имеют место нера-

венства
freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) > freq[τ,τ+ϑ](σ, z

∗, (−∞, 0]),

freqϑ(σ,D,M) > freqϑ(σ, z
∗, (−∞, 0]).

(8.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 5.1.
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§ 9 . Оценка характеристик множества достижимости

управляемых систем с переключениями

В этом параграфе динамическая система (Σ,A, ν, ht), которой параметри-

зована управляемая система (8.1), немного отличается от динамической си-

стемы, рассмотренной в главе 2, поэтому опишем построение этой системы.

Пространство (Σ,A, ν) также является прямым произведением двух веро-

ятностных пространств (Σ1,A1, ν1) и (Σ2,A2, ν2) и пространство (Σ1,A1, ν1)

устроено так же, как в предыдущей главе.

Опишем построение вероятностного пространства (Σ2,A2, ν2). Пусть

заданы конечное множество Ψ = {ψ1, . . . , ψ`} и сигма-алгебра его подмно-

жеств A0, на которой определена вероятностная мера ν̃2. Обозначим через

Σ2 множество последовательностей

Σ2
.
= {ϕ : ϕ = (ψ0, ψ1, . . . , ψk, . . . ), ψk ∈ Ψ},

через A2 обозначим наименьшую сигма-алгебру, порожденную цилиндри-

ческими множествами

Dk
.
= {ϕ ∈ Σ2 : ψ0 ∈ Ψ0, ψ1 ∈ Ψ1, . . . , ψk ∈ Ψk}, где Ψi ∈ A0,

определим меру ν̃2(Dk) = ν̃2(Ψ0)ν̃2(Ψ1) . . . ν̃2(Ψk) и меру ν2 как продолже-

ние меры ν̃2 на сигма-алгебру A2. Будем предполагать, что ν2(ψi) > 0 для

любого i = 1, . . . , `. На пространстве (Σ,A, ν) определено преобразование

сдвига htσ, сохраняющее меру ν = ν1 × ν2 (см. [11, с. 190], [31]). Мера ν

является прямым произведением вероятностных мер ν1 и ν2; это означает,

что ν1 × ν2(A×B) = ν1(A)ν2(B) для всех A ∈ A1, B ∈ A2.

Введем последовательность {τk}∞k=0 следующим образом: τ0 = 0,

τk(θ) =
k−1∑
i=0

θi, где θ ∈ Σ1. Из построения динамической системы сле-

дует, что на интервалах (τk, τk+1) между моментами переключения τk,
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k = 1, 2, . . . , система (8.1) находится в одном из состояний множества Ψ,

а длины интервалов θk = τk+1 − τk являются независимыми случайными

величинами с функцией распределения F (t).

З а м е ч а н и е 9.3. Поскольку распределение случайной величины

θ0 в общем случае отличается от распределений θ1, θ2, . . . , то, согласно

В. Феллеру (см. [46, с. 219]), статистическое наблюдение над системой це-

лесообразно начинать не с нулевого момента времени, а с момента τ1 > 0,

что мы и будем делать в данном параграфе.

В силу структуры динамической системы (Σ,A, ν, ht) управляемую

систему (8.1), порожденную этой динамической системой, будем называть

системой с переключениями. В работах [3], [18], [26]–[28], а также во вто-

рой главе диссертации исследовалась линейная управляемая система с пе-

реключениями (6.1).

Пусть задано подмножество M = {(t, x) : t > 0, x ∈M} пространства

Rn+1, где M — непустое компактное подмножество Rn. Обозначим через ψi

систему, которая получается из системы (8.1), когда она при всех t находит-

ся в состоянии ψi множества Ψ; через Di(t,X) — множество достижимости

системы ψi в момент времени t из начального множества X, i = 1, . . . , `.

Напомним, что:

αi = αi(X,M) = min
{
t ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M при t > τ

}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
t ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ при t > τ

}
,

i = 1, . . . , `;

если какого-либо из этих моментов времени не существует, считаем αi = ∞
или βi = ∞.

82



Множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} называется положительно инва-

риантным относительно системы (8.1), если для любых t > 0 и σ ∈ Σ

выполнено включение D
(
t, σ,X

)
⊆ X.

Теорема 9.1. (см. [50]). Пусть θk = d для всех k = 1, 2, . . . ,

αmax
.
= max(α1, . . . , α`) < d.

Если M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно ин-

вариантно относительно системы (8.1), то для любого m = 0, 1, 2, . . . с

вероятностью единица справедливы следующие оценки:

1) если ϑ ∈ [md,md+ αmax), то

freqϑ(σ,D,M) >
m(d− αmax)

ϑ
;

2) если ϑ ∈ [md+ αmax, (m+ 1)d), то

freqϑ(σ,D,M) >
ϑ− (m+ 1)αmax

ϑ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для заданного σ ∈ Σ построим множество

D̃(t, σ,X), которое при t ∈ [τk, τk+1), k = 1, 2, . . . совпадает с множеством

Di(t− τk, X) = D(t− τk, σ,X),

если система (8.1) находится в состоянии ψi при t ∈ [τk, τk+1). Множество

{(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно инвариантно относительно системы

(8.1), поэтому для множества M ⊆ X имеют место включения

D(t, σ,M) ⊆ X и D(t, σ,M) ⊆ D̃(t, σ,X).

Из последнего включения получаем неравенство

freqϑ(σ,D,M)
.
= inf

τ>τ1

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t, σ,M) ⊆M}
ϑ

>

> inf
τ>τ1

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}
ϑ

.
= freqϑ(σ, D̃,M).
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Следовательно, для оценки снизу freqϑ(σ,D,M) нужно найти или оценить

характеристику freqϑ(σ, D̃,M) для различных значений ϑ > 0.

-

6

s

s

s

s

s s

s

s

τk + αmax τk + ϑτk

X

D̃(t, σ,X)

t

Rn

0

M

Рис. 9. Вычисление freqϑ(σ, D̃,M) в случае, ко-

гда ϑ ∈ [αmax, d).

Выберем такое i ∈ {1, . . . , `}, что αi = αmax = max(α1, . . . , α`). Пусть

ϑ < αmax = αi, тогда если при t ∈ [τk, τk+1) система находится в состоянии

ψi, то D̃(t− τk, σ,X) 6⊆M, поэтому freqϑ(σ, D̃,M) = 0.

Отметим, что для ϑ > αmax величина

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}
ϑ

достигает наименьшего значения в том случае, когда τ = τk и состояние

ψi появится на промежутке [τk, τk+1), а также на следующих за ним про-

межутках, содержащих в себе отрезок [τ, τ + ϑ]. Покажем, что это про-

изойдет с вероятностью единица, то есть для любого натурального m с

вероятностью единица произойдет событие Bk, состоящее в том, что состо-

яния ψi появятся m раз подряд на соседних промежутках [τk, τk+1), . . . ,

[τk+m−1, τk+m) (другими словами, в испытаниях Бернулли появится серия

успехов длиной m). В силу определения динамической системы (Σ,A, ν, ht)
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мера ν инвариантна относительно сдвига ht, поэтому события Bk независи-

мы и имеют одинаковые положительные вероятности для всех k = 1, 2, . . . ,

следовательно, ряд
∞∑

k=1
ν(Bk) расходится; поэтому с вероятностью единица

произойдет бесконечно много событий Bk (см. [12, с. 216 ]).

Поэтому, если ϑ ∈ [αmax, d), то D̃(t, σ,X) 6⊆M при t ∈ [τk, τk + αmax)

и D̃(t, σ,X) ⊆M при t ∈ [τk + αmax, τk + ϑ). Следовательно,

freqϑ(σ, D̃,M) =
mes [τk + αmax, τk + ϑ)

mes [τk, τk + ϑ)
=
ϑ− αmax

ϑ
.

Если ϑ ∈ [d, d+αmax), то D̃(t, σ,X) 6⊆M при t ∈ [τk, τk+αmax)∪[τk+d, τk+ϑ)

и D̃(t, σ,X) ⊆M при t ∈ [τk + αmax, τk + d), поэтому

freqϑ(σ, D̃,M) =
mes [τk + αmax, τk + d)

mes [τk, τk + ϑ)
=
d− αmax

ϑ
.

Если ϑ ∈ [d+ αmax, 2d), то

D̃(t, σ,X) 6⊆M при t ∈ [τk, τk + 2αmax) ∪ [τk + 2d, τk + ϑ)

и D̃(t, σ,X) ⊆M при t ∈ [τk + 2αmax, τk + ϑ), поэтому

freqϑ(σ, D̃,M) =
mes [τk + 2αmax, τk + ϑ)

mes [τk, τk + ϑ)
=
ϑ− 2αmax

ϑ
.

Аналогично получаем оценки характеристики freqϑ(σ,D,M) для осталь-

ных значений ϑ. �

Теорема 9.2. (см. [50]). Пусть θk = d для всех k = 1, 2, . . . ,

βmax
.
= max(β1, . . . , β`) < d.

Если M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно ин-

вариантно относительно системы (8.1), то для любого m = 0, 1, 2, . . . с

вероятностью единица справедливы следующие оценки:
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1) если ϑ ∈ [md,md+ βmax), то

freqϑ(σ,D,M) 6 1− m(d− βmax)

ϑ
;

2) если ϑ ∈ [md+ βmax, (m+ 1)d), то

freqϑ(σ,D,M) 6 1− ϑ− (m+ 1)βmax

ϑ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что мы определили множество

D̃(t, σ,X) как множество, которое при t ∈ [τk, τk+1), k = 1, 2, . . . совпадает

с множеством Di(t− τk, X) = D(t− τk, σ,X), если система (8.1) находится

в состоянии ψi при t ∈ [τk, τk+1), k = 0, 1, 2, . . . . Найдем оценки сверху для

характеристики freqϑ(σ,D,M). Поскольку D(t, σ,M) ⊆ D̃(t, σ,X), то

freqϑ(σ,D,X \M)
.
= inf

τ>τ1

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t, σ,M) ⊆ X \M}
ϑ

>

> inf
τ>τ1

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, σ,X) ⊆ X \M}
ϑ

.
= freqϑ(σ, D̃,X \M).

Из последнего неравенства и неравенства

freqϑ(σ,D,M) + freqϑ(σ,D,X \M) 6 1

получаем

freqϑ(σ,D,M) 6 1− freqϑ(σ,D,X \M) 6 1− freqϑ(σ, D̃,X \M).

Найдем значение характеристики freqϑ(σ, D̃,X \M) для различных

ϑ > 0. Выберем такое i ∈ {1, . . . , `}, что βi = βmax = max(β1, . . . , β`). Пусть

ϑ < βi, тогда, если при t ∈ [τk, τk+1) система находится в состоянии ψi, то

D̃(t − τk, σ,X) 6⊆ X \M, поэтому freqϑ(σ, D̃,X \M) = 0. В этом случае

получаем только оценку freqϑ(σ,D,M) 6 1.

Пусть ϑ ∈ [βmax, d), тогда D̃(t, σ,X) 6⊆ X \M при t ∈ [τk, τk + βmax)

и D̃(t, σ,X) ⊆ X \M при t ∈ [τk + βmax, τk + ϑ); поэтому

freqϑ(σ, D̃,X \M) =
ϑ− βmax

ϑ
,
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следовательно, freqϑ(σ,D,M) 6 1− ϑ− βmax

ϑ
.

Если ϑ ∈ [d, d+ βmax), то D̃(t, σ,X) 6⊆ X \M при t ∈ [τk, τk + βmax)∪
[ϑk + d, ϑk + ϑ) и D̃(t, σ,X) ⊆ X \M при t ∈ [τk + βmax, τk + d), поэтому

freqϑ(σ,D,M) 6 1− d− βmax

ϑ
.

-

6 s

s

s s

s

s

s

s
s

s
s

t τk + βmax τk + ϑτk

X D̃(t, σ,X)

t

Rn

0

M

Рис. 10. Вычисление freqϑ(σ, D̃,X \M) в случае,

когда ϑ ∈ [βmax, d).

Eсли ϑ ∈ [α + βmax, 2d), то D̃(t, σ,X) 6⊆ X \ M при t ∈ [ϑk, ϑk +

2βmax) ∪ [ϑk + 2d, ϑk + ϑ) и D̃(t, σ,X) ⊆ M при t ∈ [ϑk + 2βmax, ϑk + ϑ),

поэтому

freqϑ(σ,D,M) 6 1− ϑ− 2βmax

ϑ
.

Для остальных значений ϑ доказательство аналогично. �

П р и м е р 9.1. Рассмотрим управляемую линейную систему

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R2 × R, (9.1)

параметризованную метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht), ко-

торая описана в начале параграфа. Здесь Σ = Σ1 × Σ2, множество Σ1
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является множеством числовых последовательностей θ = (θ0, . . . , θk, . . . ),

где θk = d = 80, k = 1, 2 . . . . Задано множество U = [1; 2] и множество Ψ,

которое содержит два состояния ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2, где

A1 =

(
−1 1

−1 −1

)
, B1 =

(
0

−1

)
, A2 =

(
−2 1

−1 −2

)
, B2 =

(
1

−1

)
.

Найдем оценку снизу характеристики freqϑ(σ,D,M) для множества

M = {(t, x) : t ∈ [0,+∞), x ∈M},

где M = O 4
3
(0) — замкнутый шар с центром в начале координат радиуса

4

3
.

Системе (9.1) поставим в соответствие дифференциальное включение

ẋ ∈ F (htσ, x), (9.2)

где для каждой фиксированной точки (σ, x) ∈ Σ×Rn множество F (htσ, x)

состоит из всех предельных значений функции

f
(
htiσ, xi, U

)
= A(htiσ)x+B(htiσ)U при (ti, xi) → (t, x).

Обозначим через Σ2i, i = 1, 2 подмножество Σ2, для которого ϕ1 =

ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2. Поскольку множество Ψ содержит два состояния

ψ1, ψ2, то Σ2 = Σ21 ∪ Σ22 и пространство Σ можно представить в виде

объединения непересекающихся множеств Σ = Σ1 ∪ Σ2, где

Σ1 = Σ1 × Σ21, Σ2 = Σ1 × Σ22.

Такое представление Σ связано с тем, что для множеств Σ1 и Σ2 по-разному

находятся производные в силу дифференциального включения. Рассмот-

рим функцию Ляпунова V (σ, x) = x2
1 + x2

2 −
16

9
относительно множества

O 4
3
(0) и найдем верхнюю производную данной функции в силу включе-

ния (9.2). Если σ ∈ Σ1, то

V o
max(σ, x) =

 −2x2
1 − 2x2

2 − 2x2 при x2 > 0,

−2x2
1 − 2x2

2 − 4x2 при x2 < 0;
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если σ ∈ Σ2, то

V o
max(σ, x) =

 −4x2
1 − 4x2

2 + 4(x1 − x2) при x1 > x2,

−4x2
1 − 4x2

2 + 2(x1 − x2) при x1 < x2.

Отметим, что множество M = O 4
3
(0) содержится в множестве X = O2(0), а

множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно инвариантно относительно

управляемой системы (9.1). Для доказательства положительной инвари-

антности необходимо рассмотреть функцию V (σ, x) = x2
1 + x2

2 − 4, которая

является функцией Ляпунова относительно данного множества, и пока-

зать, что неравенство V o
max(σ, x) 6 0 выполнено для всех σ ∈ Σ и всех

x ∈ R2 \O2(0) (данное условие положительной инвариантности приведено

в работе [22]).

Для функции Ляпунова V (x) = x2
1 + x2

2 −
16

9
линейной системы ψ1

относительно множества M существуют постоянные a1, b1 (например, a1 =
1

40
, b1 = −1

9
) такие, что для всех x ∈ R2 выполнено неравенство (6.14).

Найдем v0 = max
x∈X

V (x) =
20

9
, где X = O 4

3
(0), поэтому в силу леммы 6.2

имеет место равенство α1 = 40 ln 2. Из леммы 6.2 также получаем, что

α2 = 80 ln 2, поэтому αmax = 80 ln 2.

Таким образом, если τ ∈ [80m, 80m + 80 ln 2), m = 0, 1, 2, . . . , то с

вероятностью единица справедлива оценка

freqϑ(σ,D,M) >
m(1− ln 2)

m+ ln 2
;

если τ ∈ [80m + 80 ln 2, 80(m + 1)), m = 0, 1, 2, . . . , то с вероятностью

единица

freqϑ(σ,D,M) >
m(1− ln 2)

m+ 1
.
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Заключение
В работе исследовались такие характеристики управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm, (10.1)

как относительная частота поглощения множества достижимости D(t,X)

данной системы множеством

M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)

}
на отрезке [τ, τ + ϑ] :

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

(10.2)

и характеристика

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

, (10.3)

которая отображает свойство равномерности пребывания множества до-

стижимости системы (10.1) в множестве M на отрезке заданной длины

ϑ > 0.

Другими задачами, которые рассматриваются в работе, являются за-

дачи исследования свойства статистической инвариантности, оценки ста-

тистических характеристик (0.10), (0.11) и характеристик (8.3), (8.4) для

управляемой системы

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× Rn, (10.4)

порожденной метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht) и функция-

ми f и U.

Получены следующие основные результаты:

1) для характеристик (10.2), (10.3) исследованы основные свойства

и доказаны теоремы сравнения, сформулированные в терминах функций

А.М. Ляпунова и производной Ф. Кларка;
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2) получены оценки характеристик (10.2), (10.3) для различных мно-

гозначных функций t 7→ D(t,X), t 7→ M(t) и приведены условия, при

которых можно найти их значения;

3) для системы со случайными параметрами (10.4) получены оцен-

ки характеристик (0.10), (0.11) и (8.3), (8.4), выполненные с вероятностью

единица;

4) исследовано свойство статистической инвариантности множества

M(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(htσ)}

относительно управляемой системы (10.4), выполненное с заданной веро-

ятностью;

5) построены примеры, иллюстрирующие основные утверждения дис-

сертации.

Результаты работы могут быть полезными при анализе моделей раз-

личных детерминированных систем и систем со случайными параметрами,

возникающих в экономике, технике, популяционной динамике, а также при

чтении специальных курсов для студентов и магистров математических и

естественно-научных специальностей университетов.
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