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،X متریک فضای توی به پیوسته نگاشت دو برای پایان�نامه این در : پایان�نامه چکیده
مقایسه به همچنین شود. می بررسی آن خواص و تعریف نزدیک طورهموتوپیک به مفهوم
شود. می پرداخته هموتوپیکی بودن نزدیک ی رابطه و هموتوپی ی رابطه خواص برخی ی
α هرگاه گویند β طوقه به نزدیک هموتوپیک طور به را α طوقه ،X متریک فضای در
α با طوریکه به باشد موجود γ طوقه ،ε مثبت عدد هر برای و نباشد هموتوپیک β با
این در باشد. کمتر ε از یکنواخت، نرم تحت ،β طوقه با آن فاصله و باشد هموتپیک
به نسبت نزدیک هموتوپیک طور به مسیر دو وجود که شود می داده نشان پایان�نامه،
متریک فضای دیگر عبارت به است. مسیری هموتوپیکی هاسدورف مفهوم مقابل ،İ
طور به مسیر دو هیچ ،X در اگر فقط و اگر است مسیری هموتوپیکی هاسدورف ،X
اسپنیر های گروه زیر معرفی به ادامه در نباشند. موجود ،İ به نسبت نزدیک هموتوپیک

شود. می پرداخته هموتوپیکی بودن نزدیک مفهوم آن ارتباط و بنیادین گروه از
های گروه هموتوپیکی، مسیری هاسدورف فضای هموتوپیکی، بودن نزدیک کلیدی: واژگان

اسپنیر. های زیرگروه بنیادین،

تاریخ: راهنما: استاد امضای
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نشر حق و نتایج مالکیت

و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •
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م ع وا
نگاه بی�تردید گشود تو حمد به زبان کس هر که ... کنم می جاری زبان بر را نام زیباترین

گشایم. لب ثنایت در می�پسندی خود که کن جاری آن قلبم بر پس افتاده. او بر تو
گر ،... نیافتد فرو بندگی قامت بر سر نجوشد، هدایت سرچشمه نگنجد، معرفت وادی در
خاطره تنها و شود شمرده کوچک کردی١، یاد قسم آن به و خواندی مقدسش که را گنجینه�ای

ماند. باقی زندگی صفحات برگِ برگ بر آن از شده�ای خشک جوهر
بر مقدم را تزکیه و نماید راه را، مسیر که راه بیغوله در فانوسی و دادی قرار روشنی را علم تو
تو نور به را انسان وجودی گوهر هم معیت در تعلیم و تزکیه که باشد نگاهبانش تا دانستی آن
خوان افتد، فراتر نظر نمایاند، رخ حقیقت که جاست آن زند. کنار واقعیات از پرده کند، منور

یابد. معنا آدمی که آنجاست آری ... و شود رنگین دانش گنجینه�های
در طغیان زشتی اگر گردیده، مدفون غفلت و فراموشی تل خروار�ها زیر تو با وعده�هایم اگر من
جاری آن بر اشکی توبه مقام در که است آن از خشک�تر چشمانم و می�کند جلوه�گری زیبا نظرم
تمنای در و دوخته�ام رحمتت بر طمع چشم الها بار نسیان...اما و است جهل سر از بدان شود،

در را حقیقت جوانه�های آنکه امید می�طلبم، را معرفتت باران ترنم ضلالت، ظلمت از رهایی
کند. روشن را چشمانم آن انعکاس و برویاند وجودم

ناپسند خصلت آن هر که...” می�دهم قسم حبیبت به را تو و می�سایم خاک چهره بر چهره اکنون
نفسم که عیب آن هر و شود پسندیده تا فرمای اصلاحش خویش واسع لطف به می�بینی من در که
فرمای!” برطرفش دارد باز کمال از را جانم که نقص آن هر و بازگیر من از بیالاید فساد به را

واجب دعوت و بکوبد تن خانه در بر حلقه مرگ پیک و رسد سر به زندگانی نوبت که روز آن در و
به و فرست درود پاکش آل و (ص) محمد بر آید...پروردگارا! گوش به آسمان�ها از تو الاجابه

فرمای...! خیر به ختم را عاقبتمان و آور پایان به رستگاری با را ما عمر ایشان حق

ه... و جال و ت را زبان

وان...! م هیق و وح رااز یدهی ود و

یسطرونَ ما و القلم و ١ن



اری... پاس

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
ترابی حمید دکتر خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه اردکانی
هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش
دکتر خانم سرکار و فرد مشایخی دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان�نامه این داوری که میرابراهیمی
و عزیزم همسر و مادر پدر، مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
پاس به مهربانم خواهر و برادر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد
من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه

بودند.

ساوی ا ود باسا رشا
تان۱۳۹۶
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م��ق��دم��ه

اساس بر گروه این است. توپولوژیک فضای بنیادین گروه جبری، توپولوژی در مهم های ابزار از

روی رابطه نوعی اخیرا شود. می تعریف X در بسته مسیرهای روی بر نسبی هموتوپی رابطه

هموتوپی رابطه�ی برخلاف که است شده تعریف [٨] در هموتوپی اساس بر ،X در مسیر�های

هموتوپیکی طور به نام با که را رابطه این نیست. تعدی و تقارنی و انعکاسی ویژگی دارای نسبی

است. X توپولوژیک فضای روی بر متر یک وجود مستلزم است، شده معرفی بودن، نزدیک

می�شود. مطالعه جبری، توپولوژی در که است مفاهیمی از مسیری هموتوپیکی هاسدورف مفهوم

و مطرح [١] در بار اولین برای است، هموتوپیکی هاسدورف مفهوم از قوی�تر که مفهوم این

مانند جبری توپولوژی در دیگر مفاهیم از برخی با آن ارتباط مثال�هایی، و گزاره�ها بیان ضمن

است. شده بیان ... و نیم�موضعی ساده همبند

طورهموتوپیک به مفهوم ،X متریک فضای توی به پیوسته نگاشت دو برای ابتدا پایان�نامه این در

ی رابطه خواص برخی ی مقایسه به همچنین شود. می بررسی آن خواص و تعریف نزدیک

شود می داده نشان هم�چنین، شود. می پرداخته هموتوپیکی بودن نزدیک ی رابطه و هموتوپی

هموتوپیکی هاسدورف مفهوم مقابل ،İ به نسبت نزدیک هموتوپیک طور به مسیر دو وجود که

و اگر است مسیری هموتوپیکی هاسدورف ،X متریک فضای دیگر عبارت به است. مسیری

به انتها در نباشند. موجود ،İ به نسبت نزدیک هموتوپیک طور به مسیر دو هیچ ،X در اگر فقط

پرداخته هموتوپیکی بودن نزدیک مفهوم آن ارتباط و بنیادین گروه از اسپنیر های گروه زیر معرفی

شود. می

٣



۴ مقدمه

است. شده تدوین زیر شرح به فصل چهار در رو پیش� نامه پایان

می�پردازیم بعد های فصل در نیاز مورد نمادهای و مفاهیم معرفی به نامه، پایان این اول فصل در

می�کنیم. بیان را بعد فصل�های در کاربرد پر قضایای از برخی و

فضای یک روی نگاشت�های در هموتوپیکی بودن نزدیک رابطه معرفی از پس دوم فصل در

می�پردازیم. آن مشابه مفاهیم از برخی با آن مقایسه و خواص بیان به متریک،

داده نشان ادامه در و پردازیم می مسیری هموتوپیکی هاسدورف مفهوم معرفی به سوم فصل در

هموتوپیکی نزدیکبودن مقابل مفهومی مسیری، هموتوپیکی هاسدورف ویژگی که شود می

هموتوپیکی هاسدورف ،X متریک فضای دقیق�تر عبارت به است. متریک، فضاهای در

،İ به نسبت نزدیک هموتوپیک طور به مسیر دو هیچ ،X در اگر فقط و اگر است مسیری

نباشند. موجود

اسپنیر گروه�های زیر و کوچک طوقه�های گروه چون مفاهیمی روی بر مرور با چهارم فصل در

آن ارتباط و کوچک طوقه�های با هموتوپیکی بودن نزدیک مفهوم مقایسه�ی به پوشش�ها و

می�پردازیم. پوشش�ها و اسپنیر گروه�های زیر با

است. شده تدوین زیر مقاله�های اساس بر نامه پایان این مطالب

Ž. Virk,“Homotopical smallness and closeness, Topology and Its Applications

158 (2011) 360–378.”

H. Fischer, D. Repovs, Ž. Virk, A. Zastrow,“On semilocally simply connected

spaces, Topology and its Applications, 158 (2011) 397-408.”

B. Mashayekhy, A. Pakdaman, H. Torabi, “Spanier spaces and covering the-

ory of non-homotopically path Hausdorff spaces.” in Georgian Mathematical



۵ مقدمه

Journal, 20 (2013) 303-317



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م

ای �ه �وع� �م� �ج� م� J �ذار گ� �دی��س ان� ی �ه �وع� �م� �ج� م� �م. �ی� ده� م��ی �ای��ش �م� ن� I �ا ب� را [◦,۱] ی �ازه ب� �ه، �ال� رس� ای��ن در

آورده ف��ص��ل ای��ن در �ه ک� �ای��ی ه� �ه �ی� ق��ض� و �ا ه� ری��ف � �ع� ت� �ود. ش� �ه �ت� �ف� گ� آن خ��لاف �ه ک� ای��ن �ر �گ� م� اس��ت �واه �خ� دل�

اس��ت. ش��ده ب��رگ��رف��ت��ه [۵] �رج��ع م� از ش��ده،

ج��ب��ری پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ای ١.١

داده �ش �ای� �م� ن� A,B,C, · · · �ا ب� �ه (ک� �ت اس� �ا٢ �ی� اش� از C رده �ک ی� ، �ه١ �ت� رس� �ک ی� .١.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��ا ه��م��راه م��ی�ش��ود)

HomC(A,B) �ا ب� �ه C.(ک� در �ا �ی� اش� از �ت �ف� ج� �ر ه� �رای ب� �ی �ک� ی� �زا، �ج� م� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� از رده ی��ک .١

م��ی�گ��وی��ن��د) B ب��ه A از ری��خ��ت٣ آن ع��ن��اص��ر ب��ه و م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش

1category
2object
3morphism

۶



٧ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م

ت��اب��ع ی��ک ،C اش��ی��ا از (A,B,C) س��ه�ت��ای��ی ه��ر ب��رای .٢

o : HomC(B,C)×HomC(A,B) −→ HomC(A,C)

(g, f) 7−→ gof

�ر زی� �ل اص� دو در �ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م� �ود) �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� g و f �خ��ت ری� دو �ب �ی� �رک� ت� gof �ه ب� آن در �ه (ک�

ک��ن��د ص��دق

ب��اش��ن��د، C در ری��خ��ت�ه��ای��ی h : C −→ D و g : B −→ C ، f : A −→ B اگ��ر (ش��رک��ت�پ��ذی��ری) آ.

.ho(gof) = (hog)of آن��گ��اه

�ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� ۱B : B −→ B �خ��ت ری� ،C در B �ی ش� �ر ه� �رای ب� �ی) �ان� �م� ه� �ت �خ� (ری� ب.

.۱Bof = f و go۱B = g ب��اش��ی��م داش��ت��ه g : B −→ C ه��ر و f : A −→ B ه��ر ب��رای

C در g : B −→ A ری��خ��ت ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ه��م�ارزی١ f : A −→ B ری��خ��ت ،C رس��ت��ه در

را B و A �د، �اش� ب� �م�ارزی ه� f : A −→ B �ر اگ� .fog = ۱B و gof = ۱A �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج�

گ��وی��ن��د. ه��م�ارز٢

ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده زی��ررس��ت��ه٣ C ′ ⊂ C رس��ت��ه ب��اش��د. رس��ت��ه ی��ک C ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. C اش��ی��ای ،C ′ اش��ی��ای .١

.HomC′ (X
′
, Y

′
) ⊂ HomC(X

′
, Y

′
) ب��اش��ی��م، داش��ت��ه C ′ از Y ′ و X

′ اش��ی��ای ب��رای .٢

C ′ در g′
of

′ �ی��ب �رک� ت� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� C ′ در �ی �ای� �ی� اش� g′
: Y

′ −→ Z
′ و f

′
: X

′ −→ Y
′ �ر اگ� .٣

ب��اش��د. C در g′
of

′ ت��رک��ی��ب ه��م��ان

1equivalence
2equivalent
3subcategory
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و ب��اش��د C از زی��ررس��ت��ه ی��ک C ′ ه��رگ��اه م��ی�ش��ود، ن��ام��ی��ده C رس��ت��ه از ک��ام��ل١ زی��ررس��ت��ه ی��ک C ′ ه��م��چ��ن��ی��ن

.HomC′ (X
′
, Y

′
) = HomC(X

′
, Y

′
) ب��اش��ی��م، داش��ت��ه C ′ در Y ′ و X

′ اش��ی��ای ب��رای

ف��ض��ای ی��ک X ک��ه اس��ت (X, x۰) م��رت��ب�ه��ای ج��ف��ت ه��م��ه آن، اش��ی��ای ک��ه Top∗ رس��ت��ه .٣.١.١ م��ث��ال

ن��ق��ط��ه�ای ت��ک ای��ن��ج��ا در �Top۲اس��ت(زی��رف��ض��اه��ا از زی��ررس��ت��ه ی��ک Top∗ .x۰ ∈ X و اس��ت ت��وپ��ول��وژی��ک

(X, x۰) �ای��ه پ� �ه �ق��ط� ن� x۰ م��ی�ش��ود. �ده� �ی� �ام� ن� �ه�دار �ق��ط� ن� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �اه��ای ف��ض� �ه �ت� رس� �ت��ه، رس� ای��ن �ن��د). �ت� ه��س�

گ��وی��ن��د. ن��ق��ط��ه�دار ن��گ��اش��ت�ه��ای رس��ت��ه، ای��ن ری��خ��ت�ه��ای ب��ه و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده

دل��خ��واه، رس��ت��ه ی��ک روی از ج��دی��د رس��ت��ه�ای س��اخ��ت��ن در ک��ه م��ی�پ��ردازی��م ری��ف ت��ع�� ی��ک ارائ��ه ب��ه اک��ن��ون

م��ی�ک��ن��د. ک��م��ک م��ا ∪ب��ه
(A,B)

Hom(A,B) رده روی ∼ �م�ارزی ه� �ه �ط� راب� ،C �ه �ت� رس� روی �ت��ی٢ �ش� �ه� �ن� �م� ه� ی��ک .۴.١.١ �ری��ف �ع� ت�

ب��ط��وری��ک��ه اس��ت C در ری��خ��ت�ه��ا ه��م��ه از

.f ′ ∈ HomC(A,B) ش��ود ن��ت��ی��ج��ه آن��گ��اه ،f ∼ f
′ و f ∈ HomC(A,B) اگ��ر آ.

.gof ∼ g
′
of

′ ک��ه ش��ود ن��ت��ی��ج��ه آن��گ��اه ب��اش��د، م��وج��ود gof ت��رک��ی��ب و g ∼ g
′ و f ∼ f

′ اگ��ر ب.

را f �خ��ت ری� �م�ارزی ه� رده ،[f ] و �د �اش� ب� ∼ �ت��ی �ش� �ه� �ن� �م� ه� �ا ب� �ه �ت� رس� ی��ک C �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.١.١ �ه �ی� �ض� ق�

م��ی�ک��ن��ن��د ری��ف ت��ع�� زی��ر ب��ص��ورت را C ′ ده��د. ن��ش��ان

Obj C ′
= Obj C

HomC′ (A,B) = {[f ] : f ∈ HomC(A,B)}

[g]o[f ] = [gof ]

اس��ت. رس��ت��ه ی��ک C ′ ص��ورت، ای��ن در

م��ی�ن��ام��ن��د. C از ق��س��م��ت��ی٣ خ��ارج رس��ت��ه را رس��ت��ه ای��ن

1full subcategory
2congruence
3quotient category
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�ه ب� C از T �ورد١ �م� ه� �ون �گ� �ع� �اب� ت� �ک ی� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� رس� دو D و C �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

T �ا ب� �ردو ه� �ه (ک� �ت اس� �ع �واب� ت� از �ت �ف� ج� �ک ی� �ود)، �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� T : C −→ D �ا ب� �ه (ک� ،D

را D از T(C) �ی ش� �ک ی� ،C از C �ی ش� �ر ه� �ه ب� و �ت اس� �ی ش� �ع �اب� ت� �ی �ک� ی� �ه ک� �د) �ون� �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن�

�ت �خ� ری� �ک ی� ،C از f : C −→ C ′ �ت �خ� ری� �ر ه� �ه ب� �ه ک� �ت اس� �ت �خ� ری� �ع �اب� ت� �ری �گ� دی� و �د؛ �ن� �ی�ک� م� �ر �ی� �ظ� ن�

ب��ه�ط��وری�ک��ه م��ی�ک��ن��د ن��ظ��ی��ر را D از T(f) : T(C) −→ T(C ′)

.T(۱C) = ۱T(C) ،C از ۱C ه��م��ان��ی ری��خ��ت ه��ر ب��رای .١

.T(gof) = T(g)oT(f) ب��اش��د، ش��ده ری��ف ت��ع�� gof ت��رک��ی��ب ک��ه g و f ری��خ��ت دو ه��ر ب��رای .٢

B و A �ا �ی� اش� �ر اگ� ص��ورت ای��ن در �اش��د، ب� �گ��ون �ع� �اب� ت� ی��ک F : C −→ D �ی��د �ن� ک� ف��رض .٧.١.١ �ی��ه ق��ض�

ش��د. خ��واه��ن��د ه��م�ارز D رس��ت��ه در F(B) و F(A) اش��ی��ا آن��گ��اه ب��اش��ن��د، ه��م�ارز C رس��ت��ه در

T : C −→ D اگ��ر ب��اش��د. C روی ه��م��ن��ه��ش��ت��ی ی��ک ∼ و رس��ت��ه دو D و C ک��ن��ی��د ف��رض .٨.١.١ ن��ک��ت��ه

T
′
: C ′ −→ D ت��اب��ع��گ��ون ی��ک ،T آن��گ��اه ،f ∼ g ک��ه �ت��ی وق� T(f) = T(g) ک��ه ب��اش��د ت��اب��ع��گ��ون ی��ک

T
′
(X) = T(X) ری��م دا X ش��ی ه��ر ب��رای ک��ه �ن��د م��ی�ک� �ق��ا ال� اس��ت) C از �ت��ی ق��س��م� خ��ارج �ت��ه رس� C ′ (ک��ه

.T′
([f ]) = T(f) ری��م دا ،f ری��خ��ت ه��ر ب��رای و

ت��وپ��ول��وژی��ک��ی پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ای ٢.١

از �ی �اه� �ن� �ت� م� �اع �م� �ت� اج� �ه ک� �د �اش� ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک X �د �ی� �ن� ک� ف��رض ( �س��ب٢ چ� �م ل� ) .١.٢.١ �م ل�

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� ،Y �ای �ض� ف� �ک ی� �رای ب� �ر اگ� .X =
n∪

i=۱

Xi �ت؛ اس� �ه �ت� �س� ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی�

،fi |Xi∩Xj
= fj |Xi∩Xj

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،i, j ه��ر ب��رای ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود fi : Xi −→ Y

،i �ر ه� �رای ب� �ه �ک� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� f : X −→ Y �ای �ت� �ک� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� �ورت ص� �ن ای� در

.f |Xi
= fi

1covariant functor
2gluing lemma
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اس��ت. درس��ت ن��ی��ز اس��ت، ب��از ه��ای زی��رم��ج��م��وع��ه از دل��خ��واه اج��ت��م��اع ک��ه ف��ض��ای��ی ب��رای چ��س��ب ل��م

پ��وش��ا ن��گ��اش��ت��ی p : X −→ Y و ب��اش��ن��د ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��د ف��رض .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

Y از �ه �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ر ه� �ه ک� �ی �ورت� ص� در �م �ی� �وان� خ� �ت��ی١ �م� �س� ق� �ارج خ� �اش��ت �گ� ن� ی��ک را p �اش��ت �گ� ن� �د. �اش� ب�

ب��اش��د. ب��از X در p−۱(U) اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ب��اش��د ب��از Y در ،U م��ان��ن��د

ن��گ��اش��ت��ی p : X −→ A و دل��خ��واه م��ج��م��وع��ه�ای A ت��وپ��ول��وژی��ک، ف��ض��ای ی��ک X اگ��ر .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ارج خ� �ت �اش� �گ� ن� آن �ه ب� �ت �ب� �س� ن� p �ه ک� دارد �ود وج� A در τ �وژی �ول� �وپ� ت� �ک ی� �ا �ه� �ن� ت� �اه �گ� آن� �د،� �اش� ب� �ا �وش� پ�

ک��ه اس��ت م��وس��وم ،p �ل��ه �ی� ب��وس� ش��ده �ق��ا ال� �ت��ی٢ �م� ق��س� خ��ارج ت��وپ��ول��وژی ب��ه ت��وپ��ول��وژی ای��ن اس��ت. �ت��ی �م� ق��س�

ب��اش��ن��د. ب��از X در p−۱(U) ک��ه اس��ت A از U م��ان��ن��د زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی از م��ت��ش��ک��ل آن

ب��اش��د. آن روی �م�ارزی ه� راب��ط��ه ی��ک ∼ و �ول��وژی��ک �وپ� ت� ف��ض��ای ی��ک X �ی��د �ن� ک� ف��رض .۴.٢.١ �ع��ری��ف ت�

�وژی �ول� �وپ� ت� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ال ح� �م. �ی� �ی�ده� �م� �ای��ش �م� ن� X
∼

�اد �م� ن� �ا ب� را ∼ �م�ارزی ه� �ای رده�ه� �ام �م� ت� �ه �وع� �م� �ج� م�

م��ی�ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی زی��ر ص��ورت ب��ه X
∼

روی ت��وپ��ول��وژی ی��ک ،X ف��ض��ای

اس��ت ب��از q−۱(V ) ⊆ X ⇐⇒ اس��ت ب��از V ⊆ X

∼

اس��ت. ق��س��م��ت��ی خ��ارج ن��گ��اش��ت q : X −→ X

∼
آن در ک��ه

�ک ی� از �ور �ظ� �ن� م� �د. �ن� �اش� ب� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� از �ه �ط� �ق� ن� دو y و x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

و f(۰) = x �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� f : [۰,۱] −→ X �د �ن� �ان� م� اس��ت �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ت� �اش� �گ� ن� ،y �ه ب� x از X در �ر �ی� �س� م�

�ه �ل� �ی� وس� �ه� ب� �وان �ت� ب� را X �اط �ق� ن� از زوج �ر ه� �ر اگ� �م �ی� �وان� خ� �ری٣ �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� را X �ای �ض� ف� .f(۱) = y

داد. پ��ی��ون��د ه��م ب��ه آن در م��س��ی��ری

اس��ت. ه��م��ب��ن��د آن��گ��اه ب��اش��د، م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د X ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای اگ��ر .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف
1quotient map
2quotient topology
3path connected
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م��ی�ک��ن��ی��م، ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن را ∼ ه��م�ارزی راب��ط��ه ،X م��ف��روض ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای در .٧.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ای رده�ه� �د. �اش� ب� y و x �ل �ام� ش� �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �دی �ن� �ب� �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر اگ� �ط �ق� وف� �ر اگ� x ∼ y

X �ای �ض� ف� �ر ب� �ری �گ� دی� �م�ارزی ه� �ه �ط� راب� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� X �ای ه� ١ �ه� �ف� �ول� م� را، آن از �ل �اص� ح� �م�ارزی ه�

�د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� y �ه ب� x از X در �ری �ی� �س� م� �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� x ∼ y �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف ری� � �ع� ت� �ن �ی� �ن� چ�

،X �ری) �ی� �س� (م� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �م. �ی� �وان� �ی�خ� م� X �ری٢ �ی� �س� م� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� را �ه �ط� راب� �ن ای� �م�ارزی ه� �ای رده�ه�

و اس��ت. X م��س��اوی �ا �ه� آن� �اع �م� �ت� اج� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� X �ی��ری) (م��س� �ن��د �ب� �م� ه� و �م ه� از �دا ج� �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� �رم� زی�

م��ی�ک��ن��د. ق��ط��ع را آن��ه��ا از ی��ک��ی ف��ق��ط ،X (م��س��ی��ری) ه��م��ب��ن��د زی��رم��ج��م��وع��ه ه��ر

م��ی�پ��ردازی��م. ت��اب��ع��گ��ون ی��ک س��اخ��ت��ار م��ع��رف��ی ب��ه اک��ن��ون

ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای �ی��ری م��س� �ه�ه��ای �ف� م��ول� �م��ه ه� م��ج��م��وع��ه را π۰(X) �ی��م �ن� م��ی�ک� ری��ف ت��ع�� .٨.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ع��ی �اب� ت� را π۰(f) : π۰(X) −→ π۰(Y ) �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� ی��ک f : X −→ Y �ر اگ� .X

را f(C) �ام��ل ش� Y از �ی �ای� �ت� �ک� ی� �ری �ی� �س� م� �ه �ف� �ول� م� ،X از C �ری �ی� �س� م� �ه �ف� �ول� م� �ر ه� �ه ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م�

ک��ن��د. ن��ظ��ی��ر

�اه �گ� آن� ،f ≃ g �ر اگ� �ن، ای� �ر ب� �لاوه ع� �ت. اس� �ون �گ� �ع� �اب� ت� �ک ی� π۰ : Top −→ Sets .٩.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

.π۰(f) = π۰(g)

دارای �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �وع ن� ی��ک از Y و X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� دو �ر اگ� .١٠.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��س��ان��ی م��س��ی��ری م��ول��ف��ه��ه��ای ت��ع��داد

�اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ع��ی٣ �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک .١١.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

�ه�ط��وری�ک��ه ب� دارد وج��ود x از V ب��از �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ک ،x از U ب��از �ای��گ��ی �م��س� ه� ه��ر و x ∈ X ه��ر ب��رای

ش��ون��د. م��ت��ص��ل ه��م ب��ه U در م��س��ی��ری ت��وس��ط ،V در ن��ق��ط��ه دو ه��ر و V ⊂ U

1component
2path component
3locally path connected
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را ،V در �ه �ط� �ق� ن� دو �ر ه� �ده، ش� �اب �خ� �ت� ان� V �رای ب� �ه ک� �د ش� �د �واه� خ� داده �ان �ش� ن� ،١٣.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

اس��ت. م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د V ع��ب��ارت��ی، ب��ه ک��رد؛ م��ت��ص��ل ه��م ب��ه ،V خ��ود در م��س��ی��ری وس��ی��ل��ه ب��ه م��ی�ت��وان

�ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت اس� �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �ی �ک� �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� .١٢.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

�د �ن� �ب� �م� ه� X �ر اگ� �اص، خ� �ت �ال� ح� در �د. �ن� �اش� ب� �از ب� X در ،X �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ری �ی� �س� م� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م�

ه��س��ت��ن��د. ب��از م��س��ی��ری�اش م��ول��ف��ه�ه��ای آن��گ��اه ب��اش��د، م��وض��ع��ی م��س��ی��ری

�ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ق��ط ف� و �ر اگ� اس��ت �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� .١٣.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

�د �اش� ب� �ود �وج� م� x از V �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �از ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� ،x از U �از ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ر ه� و x ∈ X

.x ∈ V ⊆ U ب��ط��وری��ک��ه

�ر ه� �ای �ه�ه� �ف� �ول� م� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �ای �ض� ف� �ک ی� X �ر اگ� .١۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

ب��ر X �ه�ه��ای �ف� �ول� م� خ��اص، �ال��ت ح� در اس��ت. �ب��ق �ن��ط� م� �ی��ری�اش، م��س� �ه�ه��ای �ف� �ول� م� �ا ب� ،X ب��از �ه �م��وع� �رم��ج� زی�

اس��ت. م��ن��ط��ب��ق X م��س��ی��ری م��ول��ف��ه�ه��ای

�د �ن� �ب� �م� ه� X �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� و �د �ن� �ب� �م� ه� �ای �ض� ف� �ک ی� X �ر اگ� .١۵.٢.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

اس��ت. م��س��ی��ری

ش��ود. م��راج��ع��ه [٣] ب��ه ب��ی��ش��ت��ر م��ط��ال��ع��ه�ی ب��رای

ج��ب��ری ت��وپ��ول��وژی ن��ی��ازه��ای پ��ی��ش ٣.١

�ر اگ� �د. �اش� ب� �دی �ع� n-ب� + ۱ �ی �دس� �ی� �ل� اق� �ای �ض� ف� Rn+۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �دا �ت� اب� در

�ود(در �ی�ش� م� �ف ری� � �ع� ت� ∥x∥ =

√√√√n+۱∑
i=۱

x۲
i �ورت ص� �ه ب� x �رم ن� �اه �گ� آن� ،x = (x۱, · · · , xn+۱) ∈ Rn+۱

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ح��ال .(∥x∥ = |x| ری��م دا ،n = ۱ ک��ه ح��ال��ت��ی

Sn = {x ∈ Rn+۱ : ∥x∥ = ۱}



١٣ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م

دو �ل �ام� ش� ،S۰ �ره ٠-ک� �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �دا) �ب� م� �ز �رک� م� �ه ب� و ١ �اع �ع� ش� �ه (ب� �ره١ n-ک� آن �ه ب� و

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. {−۱,۱} ن��ق��ط��ه

Dn = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ ۱}

�رز م� Sn−۱ �ع واق� در .Sn−۱ ⊂ Dn ⊂ Rn �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �س��ک٢ n-دی� آن �ه ب� و

اس��ت. Rn در Dn

�ای �ض� ف� �ه ب� X �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� از �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� دو f ′ و f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

�د �ن� �ان� م� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� �اه �رگ� ه� �ت اس� �وپ٣ �وت� �م� ه� f
′ �ا ب� f �م �ی� �وی� گ� �د. �ن� �اش� ب� Y �ک �وژی� �ول� �وپ� ت�

،x ∈ X ه��ر ب��رای ب��ط��وری��ک��ه ب��اش��د م��وج��ود F : X × I −→ Y


F (x, ۰) = f(x)

F (x,۱) = f
′
(x)

�م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �ن �ی� �ن� چ� �ود وج� �ورت ص� در و �ده �ی� �ام� ن� f ′ و f �ن �ی� ب� �ی۴ �وپ� �وت� �م� ه� �ک ی� را F

.F : f ≃ f
′

�اس��ت. Y ب��ه X از پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت�ه��ای ت��م��ام ب��ی��ن ه��م�ارزی راب��ط��ه ی��ک ه��م��وت��وپ��ی .٢.٣.١ ق��ض��ی��ه

ب��ص��ورت f ه��م��وت��وپ��ی رده ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت��ی f : X −→ Y اگ��ر .٣.٣.١ ت��ع��ری��ف

[f ] = {g : X −→ Y | اس��ت gپ��ی��وس��ت��ه , g ≃ f}

1n-sphere
2n-disk
3homotopic
4homotopy
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م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان [X,Y ] ب��ا را ه��م��وت��وپ��ی رده�ه��ای ای��ن ه��م��ه خ��ان��واده اس��ت.

�ر اگ� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� i = ۰,۱ �رای ب� gi : Y −→ Z و fi : X −→ Y �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٣.١ �ه �ی� �ض� ق�

.[g۰of۰] = [g۱of۱] ی��ع��ن��ی g۰of۰؛ ≃ g۱of۱ آن��گ��اه ،g۰ ≃ g۱ و f۰ ≃ f۱

اس��ت. Top رس��ت��ه روی ه��م��ن��ه��ش��ت��ی ی��ک ه��م��وت��وپ��ی، .۵.٣.١ ن��ت��ی��ج��ه

م��ی�رس��ی��م. زی��ر م��ه��م ری��ف ت��ع�� ب��ه ن��ت��ی��ج��ه، ای��ن از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ال

�ت��ه رس� را �وپ��ی �وت� �م� ه� �ت��ی �ه��ش� �ن� �م� ه� �ا ب� Top �ت��ه رس� از آم��ده ب��دس��ت �ت��ی �م� ق��س� �ارج خ� �ه �ت� رس� .۶.٣.١ �ع��ری��ف ت�

م��ی�ده��ن��د. ن��م��ای��ش hTop ب��ا و ن��ام��ی��ده ه��م��وت��وپ��ی

Sets �ت��ه رس� ب��ه hTop �ت��ه رس� از را π۰ �ع��گ��ون �اب� ت� �ی��م م��ی�ت��وان� ،٨.١.١ �ت��ه ن��ک� و ٩.٢.١ از �ف��اده �ت� اس� ب��ا

ی��ک ،[f ] ع��ب��ارت��ی ب��ه ی��ا ب��اش��د ه��م��وت��وپ��ی ه��م�ارزی ی��ک f : X −→ Y اگ��ر ت��رت��ی��ب، ب��دی��ن ک��ن��ی��م. ری��ف ت��ع��

م��ی�ب��اش��د. Sets رس��ت��ه در ه��م�ارزی ی��ک π۰([f ]) آن��گ��اه ب��اش��د، hTop در ه��م�ارزی

ه��رگ��اه م��ی�ش��ود �ی��ده �ام� ن� �م��وت��وپ��ی١ ه� �م�ارزی ه� ی��ک ،f : X −→ Y �ت��ه �ی��وس� پ� ن��گ��اش��ت .٧.٣.١ �ع��ری��ف ت�

ف��ض��ای دو .fog ≃ ۱Y و gof ≃ ۱X ک��ه ب��اش��د �ه �ت� داش� وج��ود g : Y −→ X �ت��ه �ی��وس� پ� ن��گ��اش��ت ی��ک

f : X −→ Y �ی �وپ� �وت� �م� ه� �م�ارزی ه� ی��ک �اه �رگ� ه� �د �ون� �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی٢ �وپ� �وت� �م� ه� �وع ن� �ک ی� از ،Y و X

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود

در �اب��ت ث� ن��گ��اش��ت .y۰ ∈ Y و �ن��د ب��اش� �ول��وژی��ک �وپ� ت� ف��ض��ای دو Y و X �ی��د �ن� ک� ف��رض .٨.٣.١ �ع��ری��ف ت�

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �اش��ت �گ� ن� ی��ک .c(x) = y۰ �م ری� دا ،x ∈ X �ر ه� �رای ب� �ه ک� اس��ت c : X −→ Y �اب��ع ت� ی��ک ،y۰

�ت��ه داش� وج��ود c : X −→ Y ث��اب��ت ن��گ��اش��ت ه��رگ��اه م��ی�ش��ود �ی��ده ن��ام� ه��م��وت��وپ٣ پ��وچ ،f : X −→ Y

ب��اش��د. ه��م��وت��وپ پ��وچ ۱X ه��رگ��اه گ��وی��ن��د ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر۴ را X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای .f ≃ c ک��ه ب��اش��د

1homotopy equivalence
2same homotopy type
3null homotopic
4contracrible
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ه��س��ت��ن��د. hTop رس��ت��ه در اش��ی��ا ری��ن س��اده�ت�� پ��ذی��ر، ان��ق��ب��اض ف��ض��اه��ای ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ب��ع��د ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت �ه�ای �ط� �ق� ن� ت��ک �ای �ض� ف� �ا ب� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �وع ن� ی��ک از ،X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک .٩.٣.١ �ه �ی� ق��ض�

ب��اش��د. ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر X اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر

�ر �ی� �س� م� .f(۱) = g(۰) �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ر �ی� �س� م� دو f, g : I −→ X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٠.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ب��ص��ورت را f ∗ g : I −→ X

(f ∗ g)(t) =


f(۲t) ۰ ≤ t ≤ ۱

۲
,

g(۲t− ۱)
۱
۲

≤ t ≤ ۱ .

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ،f ∗ g ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده چ��س��ب، ل��م از اس��ت��ف��اده ب��ا

�ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� دو f۰, f۱ : X −→ Y و A ⊂ X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١١.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��وج��ود F : X× I −→ Y پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت ی��ک ه��رگ��اه ، f۰ ≃ f۱ relA م��ی�ن��وی��س��ی��م .f۰ |A= f۱ |A

.F (a, t) = f۰(a) = f۱(a) ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،a ∈ A ه��ر و t ∈ I ه��ر ب��رای و F : f۰ ≃ f۱ ک��ه ب��اش��د

ح��ال��ت در و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده (A ب��ه ن��س��ب��ت ه��م��وت��وپ��ی دق��ی��ق��ت��ر، (ی��ا ن��س��ب��ی ه��م��وت��وپ��ی ،F ه��م��وت��وپ��ی

گ��وی��ی��م. آزاد ه��م��وت��وپ��ی آن ب��ه و داش��ت خ��واه��ی��م را ه��م��وت��وپ��ی ری��ف ت��ع�� ه��م��ان ،A = ∅

�ر �ی� �س� م� �ک ی� �م�ارزی ه� رده �د. �اش� ب� R در I �رز م� İ = {۰,۱} �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٢.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ده��ن��د. ن��م��ای��ش [f ] ب��ا را آن و ش��ده ن��ام��ی��ده f م��س��ی��ری ک��لاس ،f : I −→ X

ک��ه ب��اش��ن��د X در م��س��ی��ره��ای��ی ،f۰, f۱, g۰, g۱ ک��ن��ی��د ف��رض .١٣.٣.١ ق��ض��ی��ه

f۰ ≃ f۱ rel İ , g۰ ≃ g۱ rel İ

�ر اگ� �ی �ارت� �ب� ع� �ه ب� �ا ی� .f۰ ∗ g۰ ≃ f۱ ∗ g۱ rel İ �اه �گ� آن� ،f۰(۱) = f۱(۱) = g۰(۰) = g۱(۰) �ر اگ�

.[f۰ ∗ g۰] = [f۱ ∗ g۱] آن��گ��اه ،[g۰] = [g۱] و [f۰] = [f۱]
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را x۱ و f م��س��ی��ر اب��ت��دای را x۰ ب��اش��د. x۱ ب��ه x۰ از م��س��ی��ر ی��ک f : I −→ X اگ��ر .١۴.٣.١ ت��ع��ری��ف

�م ه� �ر ب� �ش �ای� �ه� �ت� ان� و �دا �ت� اب� �اه �رگ� ه� �ت اس� �ه �ت� �س� ب� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در X در f �ر �ی� �س� م� �م. �ی� �وی� گ� f �ر �ی� �س� م� �ای �ه� �ت� ان�

گ��وی��ن��د. ط��وق��ه١ ی��ک را f ح��ال��ت ای��ن در ب��اش��د. م��ن��ط��ب��ق

م��س��ی��ر ،Cp(t) = p ض��اب��ط��ه ب��ا Cp : I −→ X ث��اب��ت ن��گ��اش��ت آن��گ��اه ،p ∈ X اگ��ر .١۵.٣.١ ت��ع��ری��ف

آن م��ع��ک��وس م��س��ی��ر ب��اش��د، م��س��ی��ر ی��ک f : I −→ X اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده p ن��ق��ط��ه در ث��اب��ت

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� f−۱(t) = f(۱− t) ض��اب��ط��ه ب��ا f−۱ : I −→ X ص��ورت ب��ه

از �خ��ص �ش� م� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� در �ه �ت� �س� ب� �ای �ره� �ی� �س� م� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه ک� �م �ی� �ت� �س� ه� آن �ال �ب� دن� �ه ب� �ا، �ج� �ن� ای� در

�ت��ه ب��س� �ی��ره��ای م��س� ه��م��ه م��ج��م��وع��ه اگ��ر .x۰ ∈ X �ی��م �ن� ک� ف��رض ب��س��ازی��م. گ��روه��ی ،X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای

�ی �ت� �راح� ب� �م، �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر �ظ� �دن� م� �ز �ی� ن� را �ا �ره� �ی� �س� م� �دن �ان� �ب� �س� چ� �ل �م� ع� و �م ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را x۰ �ه �ط� �ق� ن� در

�ت��ه ب��س� �ی��ر م��س� ی��ک f : I −→ X اگ��ر �ی��ن �ن� ه��م��چ� �ی��س��ت. ن� ش��رک��ت�پ��ذی��ر ع��م��ل ای��ن ک��ه ک��رد ث��اب��ت م��ی�ت��وان

�وان �ی�ت� �م� ن� �ط �رای� ش� �ن ای� �ا ب� �ی �ن� �ع� ی� .f ∗ f−۱ ̸= f−۱ ∗ f و Cp ∗ f ̸= f �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در

�ع وض� �م، �ی� �ن� ک� �ار ک� �ری �ی� �س� م� �ای رده�ه� �ا ب� �ا، �ره� �ی� �س� م� �ا ب� �ردن ک� �ار ک� �ای ج� �ه ب� �ر اگ� �ا ام� داد. �ل �ی� �ک� �ش� ت� �ی �روه� گ�

ری��م. دا راب��ط��ه ای��ن در را زی��ر ق��ض��ی��ه م��ی�ک��ن��د. ف��رق

در �ی��ری م��س� رده�ه��ای ه��م��ه م��ج��م��وع��ه آن��گ��اه ب��اش��د، ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای ی��ک ،X اگ��ر .١۶.٣.١ �ی��ه ق��ض�

م��ی�ک��ن��د ص��دق زی��ر ش��رای��ط در [f ][g] = [f ∗ g] دوت��ای��ی ع��م��ل ت��ح��ت X

اس��ت. ب��رق��رار ش��رک��ت�پ��ذی��ری .١

ری��م دا ،q ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��ط��ه و p اب��ت��دای��ی ن��ق��ط��ه ب��ا [f ] م��س��ی��ری ک��لاس ه��ر ب��رای .٢

[Cp][f ] = [f ] = [f ][Cq]

1Loop
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ری��م دا ب��اش��د، q ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��ط��ه و p اب��ت��دای��ی ن��ق��ط��ه دارای [f ] اگ��ر .٣

[f ][f−۱] = [Cp] , [f−۱][f ] = [Cq].

�ی��م. �ام� م��ی�ن� �ه�ای �ای� پ� �ه �ق��ط� ن� را �ق��ط��ه ن� ای��ن ری��م. � �ی� م��ی�گ� ن��ظ��ر در �اب��ت ث� را x۰ ∈ X �ق��ط��ه ن� .١٧.٣.١ �ع��ری��ف ت�

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ب��ص��ورت را x۰ پ��ای��ه�ای ن��ق��ط��ه در X ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای ب��ن��ی��ادی��ن گ��روه

π۱(X, x۰) = {[f ] : x۰اس��ت ان��ت��ه��ای��ی و اب��ت��دای��ی ن��ق��ط��ه درXب��ا م��س��ی��ری ک��لاس f]ی��ک ]}

م��ی�ب��اش��د. [f ][g] = [f ∗ g] آن دوت��ای��ی ع��م��ل ک��ه

اس��ت. گ��روه ی��ک ،x۰ ∈ X ه��ر ب��رای π۱(X, x۰) .١٨.٣.١ ق��ض��ی��ه

�ن، �رای� ب� �لاوه ع� �ت. اس� �ورد �م� ه� �ون �گ� �ع� �اب� ت� �ک ی� π۱ : Top∗ −→ Groups .١٩.٣.١ �ه �ی� �ض� ق�

�اه �گ� آن� ،h ≃ k rel {x۰} و �د �ن� �اش� ب� �ه�دار �ط� �ق� ن� �ت �اش� �گ� ن� دو h, k : (X, x۰) −→ (Y, y۰) �ر اگ�

.π۱(h) = π۱(k)

از را π۱ ت��اب��ع��گ��ون م��ی�ت��وان��ی��م ک��ه م��ی�رس��ی��م ن��ت��ی��ج��ه ای��ن ب��ه ،٨.١.١ ن��ک��ت��ه و ف��وق ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا

رس��ت��ه از ق��س��م��ت��ی خ��ارج رس��ت��ه ،hTop∗ رس��ت��ه آن در ک��ه ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� Groups رس��ت��ه ب��ه hTop∗ رس��ت��ه

م��ی�ب��اش��د. Top∗

ه��م��وت��وپ��ی ن��وع ی��ک از م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��د ف��رض .٢٠.٣.١ ن��ت��ی��ج��ه

.π۱(X, x۰) ∼= π۱(Y, y۰) ری��م دا ،y۰ ∈ Y ه��ر و x۰ ∈ X ه��ر ب��رای ص��ورت، ای��ن در ب��اش��ن��د.

�اه �گ� آن� .x۰ ∈ X و �د �اش� ب� �ر �ذی� �اض�پ� �ب� �ق� ان� �ی �ک� �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� ،X �ر اگ� .٢١.٣.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

.π۱(X, x۰) = {۱}

ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای از م��س��ی��ری م��ول��ف��ه ی��ک X۰ ک��ن��ی��د ف��رض و x۰ ∈ X ک��ن��ی��د ف��رض .٢٢.٣.١ ق��ض��ی��ه

.π۱(X۰, x۰) ∼= π۱(X, x۰) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، X



١٨ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م

�ی��ر. خ� �ا ی� دارد �ت��گ��ی ب��س� �اب��ی �ت��خ� ان� �ه �ق��ط� ن� �ه ب� �ادی��ن �ی� �ن� ب� گ��روه �ا آی� �ه ک� �ای��د �ی� ب� �ی��ش پ� س��وال ای��ن �ای��د ش� ح��ال

م��ی�ده��د. س��وال ای��ن ب��ه م��ن��ف��ی ج��واب��ی ب��ع��د ق��ض��ی��ه

.π۱(X, x۰) ∼= π۱(X, x۱) آن��گ��اه ،x۰, x۱ ∈ X و ب��اش��د م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د X اگ��ر .٢٣.٣.١ ق��ض��ی��ه

آن��گ��اه ب��اش��ن��د، ن��ق��ط��ه�دار ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ف��ض��ای دو (Y, y۰) و (X, x۰) اگ��ر .٢۴.٣.١ ق��ض��ی��ه

π۱(X × Y, (x۰, y۰)) ∼= π۱(X, x۰)× π۱(Y, y۰)

�د �ن� �ب� �م� ه� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده� �ی� �ام� ن� �اده١ س� �د �ن� �ب� �م� ه� ،X �ی �ک� �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �ک ی� .٢۵.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

.π۱(X, x۰) = {۱} ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،x۰ ∈ X ه��ر ب��رای و ب��وده م��س��ی��ری

π۱ ه��م و π۰ ه��م �ن��ی ی��ع� �ن��د؛ �ت� ه��س� �ی��ری م��س� �ن��د �ب� �م� ه� س��اده، �ن��د �ب� �م� ه� ف��ض��اه��ای ه��م��ه ب��الا، ری��ف ت��ع�� �ب��ق ط�

ه��س��ت��ن��د. س��اده ه��م��ب��ن��د ف��ض��اه��ای از م��ث��ال��ی ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر، ف��ض��اه��ای ه��س��ت��ن��د. ب��دی��ه��ی آن��ه��ا

1simply connected



٢ ف��ص��ل

ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

م��ق��دم��ه ١.٢

�ای �ض� ف� �ک ی� روی �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� در �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ودن ب� �ک �زدی� ن� �ه �ط� راب� �ف ری� � �ع� ت� �دا �ت� اب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

�م �ی� �اه� �ف� م� از �ی �رخ� ب� �ا ب� آن �ه �س� �ای� �ق� م� و �ا �ال�ه� �ث� م� و �واص خ� �ان �ی� ب� �ه ب� �س �پ� س� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� را �ک ری� � �ت� م�

اس��ت. ش��ده اس��ت��ف��اده [٨] م��ن��ب��ع از ب��ی��ش��ت��ر ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب ب��ی��ان در م��ی�پ��ردازی��م. آن م��ش��اب��ه

ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه ٢.٢

ری��ک � �ت� م� �ای �ض� ف� ی��ک (X, d) و �د �اش� ب� Y از �ه �ت� �س� ب� �ای �ض� ف� �ر زی� ی��ک A �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١.٢.٢ �ری��ف �ع� ت�

ب��ه �ب��ت ن��س� g : Y → X ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک١ �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ط��ور ب��ه را f : Y → X ن��گ��اش��ت ب��اش��د.

ب��اش��ن��د: ب��رق��رار زی��ر ش��رای��ط ه��رگ��اه گ��وی��ی��م، A زی��رف��ض��ای

1Homotopically closed

١٩



٢٠ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

ن��ب��اش��د. A زی��رف��ض��ای ب��ه ن��س��ب��ت ن��س��ب��ی، ه��م��وت��وپ g ب��ا f .١

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود Hε : Y × [۰,۱] → X ه��م��وت��وپ��ی ی��ک ،ε > ۰ ه��ر ب��رای .٢

،Hε|Y×{۰} = f (آ)

،Hε(a, t) = g(a) = f(a), ∀a ∈ A, t ∈ I (ب)

.d(Hε(y,۱), g(y)) < ε, ∀y ∈ Y (ج)

�ی��ک �وپ� �وت� �م� ه� β �ا ب� α �اه �رگ� ه� اس��ت β �ه �وق� ط� �ه ب� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� α �ه �وق� ط� .٢.٢.٢ �ال �ث� م�

ب��رای و ب��اش��د �ی��ک �پ� ه��م��وت� α ب��ا ط��وری��ک��ه ب��ه ب��اش��د م��وج��ود αε ط��وق��ه ،ε �ث��ب��ت م� ع��دد ه��ر ب��رای و �ب��اش��د ن�

.d(αε(t), β(t)) < ε ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،t ∈ I ه��ر

ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f ه��رگ��اه گ��وی��ی��م g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه را f .٣.٢.٢ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. (ϕ) ت��ه��ی ف��ض��ای زی��ر ب��ه ن��س��ب��ت g ب��ه

h : X → Z و f ≃ g ک��ه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع دو f, g : Y → X اگ��ر ک��ه م��ی�دان��ی��م .۴.٢.٢ م��لاح��ظ��ه

ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده زی��ر م��ث��ال از اس��ت��ف��اده ب��ا ام��ا .h ◦ f ≃ h ◦ g آن�گ��اه ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت ی��ک

ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه h ◦ f ه��م��ی��ش��ه آن�گ��اه ب��اش��د، g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f اگ��ر

ب��اش��د. ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان� ی��ک h اگ��ر ح��ت��ی ن��ی��س��ت، h ◦ g

ش��ده�ان��د: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه ب��اش��ن��د R۲ ف��ض��ای زی��ر دو �Z و X ک��ن��ی��م ف��رض .۵.٢.٢ م��ث��ال

X := {(x, y) ∈ R۲|x > ۰, y = ۰} ∪ {(x, y) ∈ R۲|x = ۰, y > ۱}

∪n∈Z+{(x, y) ∈ R۲|x =
۱
n
, y > ۰}

ن��ی��ز و

Z := {(x, y) ∈ R۲|x > ۰, y = ۰} ∪ {(x, y) ∈ R۲|x = ۰, y > ۱}



٢١ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

Z و X ف��ض��ای :١.٢ ش��ک��ل

∪n∈Z+{(x, y) ∈ R۲|x >
۱
n
, y = nx− ۱}

.(١.٢ (ش��ک��ل ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در R۲ از زی��رف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی را، ف��ض��اه��ا ای��ن ت��وپ��ول��وژی و

�ت��دا اب� .h(x, y) = (x(y + ۱), y) ری��م. �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در زی��ر �اب��ط��ه ض� ب��ا را h : X → Z ن��گ��اش��ت و

اس��ت. ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان� h ده��ی��م م��ی ن��ش��ان

ل��ذا ،h(x۱, y۱) = h(x۲, y۲) ک��ن��ی��م ف��رض اگ��ر زی��را اس��ت. ی��ک ب��ه ی��ک h .١

و .x۱(y۱+۱) = x۲(y۲+۱) ن��ی��ز و y۱ = y۲ پ��س .(x۱(y۱+۱), y۱) = (x۲(y۲+۱), y۲)

.(x۱−x۲)+(x۱−x۲)y۱ = ۰ ری��م دا ل��ذا و x۱(y۱+۱) = x۲(y۱+۱)پ��س y۱ = y۲ چ��ون

�ذا ل� و (y۱ + ۱) ̸= ۰ �س پ� y۱ > −۱ �ون چ� �ی �رف� ط� از (x۱ − x۲).(y۱ + ۱) = ۰ �س پ�

اس��ت. ی��ک ب��ه ی��ک h م��ی�ش��ود، ث��اب��ت ن��ت��ی��ج��ه در ک��ه x۱ = x۲ ی��ع��ن��ی ای��ن و (x۱ − x۲) = ۰



٢٢ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

�ای��د ب� ری��د، � �ی� �گ� ب� �ر ن��ظ� در (a, b) چ��ون را Z از �واه دل��خ� �و ع��ض� ی��ک �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای اس��ت. hب��رو .٢

،y = b چ��ون a.و = x(y + ۱) و y = b �د �ای� ب� پ��س .(a, b) = (x(y + ۱), y) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش�

ک��ه ( a

b+ ۱
, b) ∈ X �ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ک��اف��ی اک��ن��ون .x =

a

b+ ۱
ل��ذا و a = x(b+ ۱) پ��س

اس��ت: م��وج��ود ح��ال��ت ٣ ص��ورت ای��ن در

�ن �رای� �اب� �ن� ب� .b > ۱ �س پ� ،(۰, b) = (a, b) ∈ Z �ون چ� و a

b+ ۱
= ۰ �ذا ل� ،a = ۰ �ر اگ� (آ)

.( a

b+ ۱
, b) = (۰, b) ∈ X

�ز �ی� ن� و (a, ۰) = (a, b) ∈ Z �ون چ� �ی �رف� ط� از . a

b+ ۱
= a �ت �ال� ح� �ن ای� در b = ۰ �ر اگ� (ب)

.( a

b+ ۱
, b) = (a, ۰) ∈ X پ��س a > ۰

�ورت ص� �ن ای� در ،b > ۰ و b = na − ۱ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� (ج)

.( a

b+ ۱
, b) = (

a

na
, b) = (

۱
n
, b) ∈ X

.h( a

b+ ۱
, b) = (a, b) داش��ت خ��واه��ی��م

ه��س��ت��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه ب��ن��اب��رای��ن و ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د آن م��ول��ف��ه�ای ت��واب��ع زی��را اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه h .٣

.h−۱(x, y) = (
x

y + ۱
, y) �م ری� دا ،h �ودن ب� �ا �وش� پ� �دلال �ت� اس� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� h−۱ .۴

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه h−۱ ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه h−۱م��ول��ف��ه�ای ت��واب��ع زی��را

�ه �ط� �اب� ض� �ا ب� f : R+ → X �ی��م �ن� ک� ف��رض �ن��ون اک� اس��ت. �ت��ی �خ� ری� �ان� �م��س� ه� h ف��وق، �ای �زاره�ه� گ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

ش��ده ری��ف ت��ع�� g(t) = (۰,۱+ t) ض��اب��ط��ه ب��ا g : R+ → X و ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� f(t) = (۱,۱+ t)

�ده ش� داده ε > ۰ �ی��م �ن� ک� ف��رض اس��ت. g �ه ب� �زدی��ک ن� �ک��ی �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f داد �م �ی� �واه� خ� ن��ش��ان �د، �اش� ب�

ض��اب��ط��ه ب��ا fn : R+ → X ن��گ��اش��ت م��ی�ت��وان پ��س ۱
n
< ε ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود n ∈ N ب��اش��د.

ل��ذا و ۱R+ ≃ C۰ ری��م دا اس��ت پ��ذی��ر ان��ق��ب��اض ،R+ چ��ون ط��رف��ی از ک��رد. ری��ف ت��ع�� fn(t) = (
۱
n
,۱+ t)

f = f ◦ ۱R+ ≃ Cf(۰) = C(۱,۱)

fn = fn ◦ ۱R+ ≃ Cfn(۰) = C( ۱
n
,۱)

(⋆.)



٢٣ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

�ه ب� f(۰) از ،λ : I → X �د �ن� �ان� م� �ر �ی� �س� م� �ک ی� �م �ی� �ی�دان� م� �ی �رف� ط� از .Cf(۰) : R+ → X �م �ی� �ی�دان� م� �ه ک�

ری��ف ت��ع�� F (s, t) = λ(t) ض��اب��ط��ه ب��ا را F : R+ × I → X ن��گ��اش��ت ل��ذا اس��ت. م��وج��ود X در fn(۰)

ری��م دا s ∈ R+ ه��ر ب��رای و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز F ن��گ��اش��ت ، λ ب��ودن پ��ی��وس��ت��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م.


F (s, ۰) = λ(۰) = f(۰)

F (s,۱) = λ(۱) = fn(۰)
.

ش��رط ک��ه ای��س��ت �ه �ط� راب� �م�ارزی ه� و اس��ت �م�ه��رزی ه� �ه�ای �ط� راب� �وپ��ی �وت� �م� ه� چ��ون و Cf(۰) ≃ Cfn(۰) پ��س

�س پ� �د. �اش� �ی�ب� م� f ≃ fn ،Cf(۰) ≃ Cfn(۰) و ⋆ �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ذا ل� �د، �ن� �ی�ک� م� �ظ �ف� ح� را �ودن ب� �دی �ع� ت�

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود Hε : R+ × I → X چ��ون پ��ی��وس��ت��ه ن��گ��اش��ت��ی


Hε(t, ۰) = f(t)

Hε(t,۱) = fn(t)

.

ن��ی��ز و Hε(t, ۰) = f(t) چ��ون ط��رف��ی از

d(Hε(t,۱), g(t)) = d(fn(t), (۰,۱+ t)) = d((
۱
n
,۱+ t), (۰,۱+ t)) =

=

√
((۱+ t)− (۱+ t))۲ + (۰− ۱

n
)
۲

=

√
(
۱
n
)
۲

=
۱
n
< ε.

�ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را h : X → Z �ددا �ج� م� �ر اگ� �ال ح� �ت. اس� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� g �ه ب� f �رای��ن �اب� �ن� ب�

ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه h ◦ g ب��ه h ◦ f داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان .h(x, y) = (x(y + ۱), y) ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر

ط��ور ب��ه h ◦ g ب��ه h ◦ f ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ک��ن��ی��م، ث��اب��ت خ��ل��ف ب��ره��ان ب��ا را م��ط��ل��ب ای��ن و ن��ی��س��ت ن��زدی��ک

�ت اس� �ود �وج� م� H۱ : R+ × I → Z �اش��ت �گ� ن� �س پ� �د، �اش� ب� ε = ۱ �ر اگ� و �ت اس� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه�

.d(H۱(t,۱), h ◦ g(t)) < ۱ (♦) �ز �ی� ن� و H۱(t, ۰) = h ◦ f(t) ،t ∈ R+ �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب�



٢۴ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

ری��م دا g(t) = (۰,۱+ t) چ��ون ب��ن��اب��رای��ن

H۱(R+×{۱}) ⊆ N۱{(۰,۱+t)|t ≥ ۰} ⊆ {(x, y) ∈ R۲|y > ۰}∩Z ⊆ ∪̇n∈N{(
۱
n
(y+۱), y)|y > ۰}

�د �ن� �ب� �م� ه� R+ × {۱} و �ه �ت� �وس� �ی� پ� H۱ �ون چ� �ت اس� �از ب� {(۱
n
(y + ۱), y)|y > ۰} �ون چ� �ی �رف� ط� از

�ه ک� �ت اس� �ود �وج� م� n۰ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� و �ت اس� �د �ن� �ب� �م� ه� H۱(R+ × {۱}) �س پ� �ت، اس�

A۰ = {( ۱
n۰

(y + ۱), y)|y > ۰} �ی��م ده� ق��رار اگ��ر و H۱(R+ × {۱}) ⊆ {( ۱
n۰

(y + ۱), y)|y > ۰}

از (x۰, y۰) �ه �ط� �ق� ن� �ه�ی �ل� �اص� ف� �ه �ن�ک� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،A۱ = h ◦ g(۱ + n۰
۲) = (۰,۱ + n۰

۲) �ز �ی� ن� و

�ه �ادل� �ع� م� �ا ب� A۰ �ط خ� از A۱ �ه �ط� �ق� ن� �ه �ل� �اص� ف� �ذا ل� �د، �اش� �ی�ب� م�
|ax۰ − y۰ + b|√

a۲ + ۱
�دار �ق� م� ،y = ax + b �ط خ�

ب��ا اس��ت ب��راب��ر y = n۰x− ۱

d(A۱, A۰) =
|ax۰ − y۰ + b|√

a۲ + ۱
=

| − ۱− n۰
۲ − ۱|√

n۰
۲ + ۱

=
n۰

۲ + ۲√
n۰

۲ + ۱
>

√
n۰

۲ + ۱ > ۱

♦ �ا ب� �ه ک� d(H۱(n۰
۲ + ۱,۱), h ◦ g(n۰

۲ + ۱)) > ۱ پ��س d(h ◦ g(n۰
۲ + ۱), A۰) > ۱ �رای��ن �اب� �ن� ب�

�ور ط� �ه ب� h ◦ g �ه ب� h ◦ f �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ح �ی� �ح� ص� �م �ک� ح� و �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف� �ذا ل� و �ت اس� �ض �اق� �ن� ت� در

ن��ی��س��ت. ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی

�ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� g �ا �زوم� ل� �د، �اش� ب� g �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f �ر اگ� �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت�

م��ی�ده��د. ن��ش��ان وض��وح ب��ه را م��ط��ل��ب ای��ن زی��ر م��ث��ال ب��ود. ن��خ��واه��د f ب��ه ن��زدی��ک

R۲ از زی��رف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا ان��د ش��ده م��ع��رف��ی ۵.٢.٢ م��ث��ال در ک��ه را زی��ر ف��ض��اه��ای .۶.٢.٢ م��ث��ال

ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در

X := {(x, y) ∈ R۲|x > ۰, y = ۰} ∪ {(x, y) ∈ R۲|x = ۰, y > ۱}
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∪n∈Z+{(x, y) ∈ R۲|x =
۱
n
, y > ۰}.

و �د �اش� ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� f(t) = (۱,۱ + t) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� f : R+ → X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ز �ی� ن� و

f دادی��م، ن��ش��ان ۵.٢.٢ م��ث��ال در ک��ه ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� g(t) = (۰,۱+ t) ض��اب��ط��ه ب��ا g : R+ → X

f �ه ب� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� g داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �ون �ن� اک� �ت. اس� �ک �زدی� ن� g �ه ب� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب�

ف��رض اگ��ر و اس��ت ن��زدی��ک f ب��ه ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه g ک��ن��ی��م ف��رض خ��ل��ف ب��ره��ان ب��ه ن��ی��س��ت. ن��زدی��ک

و d(gn(t), f(t)) ≤
۱
۲
و g ≃ gn �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� gn �ورت ص� �ن ای� در ،ε =

۱
۲
�م �ی� �ن� ک�

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود F : I × I → X ه��م�چ��ن��ی��ن


F (t, ۰) = g(t)

F (t,۱) = gn(t)

.

پ��س اس��ت �ت��ه �ی��وس� پ� F چ��ون و اس��ت �ی��ری م��س� �ن��د �ب� ه��م� I × I ل��ذا و اس��ت م��س��ی��ری �ن��د �ب� ه��م� I ط��رف��ی از

در ،A = {(۰, y)|۱ < y} ک��ن��ی��م ف��رض اگ��ر ن��ی��ز و اس��ت X از م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د زی��رم��ج��م��وع��ه F (I × I)

چ��ون ط��رف��ی از اس��ت X از م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د م��ول��ف��ه ی��ک �A ص��ورت ای��ن

gn(I) ⊆ {(۰, y)|y > ۱} ب��ن��اب��رای��ن .gn(I) ⊆ F (I × I) ⊆ A پ��س F (I ×{۰} = g(I) ⊆ A

�اق��ض �ن� ت� �ه ک� d(gn(t), f(t) ≥ ۱ ،t > ۰ �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،f(I) ⊆ {(۱, y)|y > ۰} �ی �رف� ط� از و

�زدی��ک ن� f �ه ب� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� g �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ح �ی� �ح� ص� �م �ک� ح� و �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف� �ذا ل� و �ت اس�

ن��ی��س��ت.

�ور ط� �ه ب� h ◦ f �ا ت� �م ری� �ذا �گ� ب� h �اش��ت �گ� ن� روی �ط��ی �رای� ش� �ه چ� �ه ک� �د رس� �ی م� �ن ذه� �ه ب� �وال س� �ن ای� �ال ح�

داد. خ��واه��ی��م پ��اس��خ س��وال ای��ن ب��ه زی��ر گ��زاره در ش��ود، h ◦ g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی

�اش��ت �گ� ن� و �د �اش� ب� ری��ک � �ت� م� �ای ف��ض� �Xی��ک و �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� ی��ک Y �ی��م �ن� ک� ف��رض .٧.٢.٢ �زاره گ�

h : X → Z ن��گ��اش��ت و ب��اش��د g : Y → X ن��گ��اش��ت �ه ب� ن��زدی��ک �ی��ک��ی �وپ� �وت� �م� ه� ط��ور ب��ه f : Y → X

h ◦ g �ه ب� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �ا ی� h ◦ f �ورت ص� ای��ن در �د، �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب�
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اس��ت. ه��م��وت��وپ��ی��ک آن ب��ا ی��ا و اس��ت

δ > ۰ �ت،� اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� h �ون چ� �د، �اش� ب� �ده ش� داده ε > ۰ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

.dZ(h(x), h(y)) < ε �اه آن�گ� ،dX(x, y) < δ �ر اگ� ،x, y ∈ X �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م�

�ت �اش� �گ� ن� �ک ی� ε > ۰ �ر ه� �رای ب� �ذا ل� �ت، اس� g �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f �ون چ� �ی �رف� ط� از

Hδ(y, ۰) = f(y) ری��م دا y ∈ Y ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود ،Hδ : Y × I → Xه��م��وت��وپ��ی

�ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را ،Kε : Y × I → Z �ت �اش� �گ� ن� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف ری� � �ع� ت� .dX(Hδ(y,۱), g(y)) < δ �ز �ی� ن� و

ن��ی��ز و Kε(y, ۰) = h ◦Hδ(y, ۰) = h ◦ f(y) ،y ∈ Y ه��ر ب��رای پ��س ،Kε = h ◦Hδ

dZ(Kε(y,۱), h ◦ g(y)) = dZ(h ◦Hδ(y,۱), h(g(y))) < ε

اس��ت h ◦ g ب��ا ه��م��وت��وپ h ◦ f ی��ا داش��ت خ��واه��ی��م ح��ال��ت دو ح��ال .dX(Hδ(y,۱), g(y)) < δ چ��ون

h ◦ g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه h ◦ f ف��وق ت��وض��ی��ح��ات ب��ه ت��وج��ه ب��ا ک��ه ن��م��ی�ب��اش��ن��د ه��م��وت��وپ ی��ا و

اس��ت.

ن��گ��اش��ت و ب��اش��د ری��ک م��ت�� ف��ض��ای ی��ک X و ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک Y ک��ن��ی��م ف��رض .٨.٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه

h : X → Z ن��گ��اش��ت و ب��اش��د g : Y → X ن��گ��اش��ت �ه ب� ن��زدی��ک �ی��ک��ی �وپ� �وت� �م� ه� ط��ور ب��ه f : Y → X

h ◦ f ص��ورت ای��ن در ک��ن��د، ص��دق ل��ی��پ��ش��ی��ت��ز ش��رط در h ی��ا و ب��اش��د ف��ش��رده X اگ��ر ب��اش��د. م��وج��ود ن��ی��ز

اس��ت. ه��م��وت��وپ��ی��ک آن ب��ا ی��ا و اس��ت h ◦ g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه ی��ا

h �ر اگ� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� آوری �اد ی� �دا �ت� اب� در �م، �ی� �ای� �م� ن� �ی م� �ل ح� را �ه �ال� �س� م� �ز �ت� �ی� �ش� �پ� �ی� ل� �رط ش� �ا ب� �دا �ت� اب� ب��ره��ان.

�م ری� دا x, y ∈ X �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� k ∈ R+ �اه آن�گ� �د �ن� ک� �دق ص� �رط ش� �ن ای� در

�رض ف� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� h �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ت �اب� ث� �ال ح� .dY (h(x), h(y)) < kdX(x, y)

آن�گ��اه dX(x, y) < δ اگ��ر ،x, y ∈ X ه��ر ب��رای ،δ = ε

k
م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��د، ش��ده داده ε > ۰ ک��ن��ی��م

dY (h(x), h(y)) < kdX(x, y) < k.δ = k.
ε

k
= ε.
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ب��ه �ا ی� h ◦ f م��ی�ش��ود، �اب��ت ث� ٧.٢.٢ گ��زاره �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� ح��ال اس��ت. �ت��ه �ی��وس� پ� �ن��واخ��ت �ک� ی� ط��ور ب��ه h ل��ذا

�م �ی� �ن� ک� �ی م� �ی �ع� س� �ون �ن� اک� �ت. اس� �ک �ی� �وپ� �وت� �م� ه� آن �ا ب� �ا ی� و �ت اس� h ◦ g �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط�

�ور ط� �ه ب� h �رد ک� �م �ی� �واه� خ� �ت �اب� ث� �ز �ی� ن� �ت �ال� ح� �ن ای� در �م، �ی� �ای� �م� ن� �ل ح� X �ی �ردگ� �ش� ف� �رط ش� �ا ب� را �ه �ال� �س� م�

�ت �س� �ی� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� h �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ� �ان �ره� ب� �ه ب� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ک� ی�

و �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� xn, yn ∈ X �ر �اص� �ن� ع� ،δ =
۱
n
�ر ه� �رای ب� �ه ک� دارد �ود وج� ε > ۰ پ��س

ف��ض��ای ی��ک در م��ی�دان��ی��م ط��رف��ی از .dZ(h(xn), h(yn) ≥ ε ص��ورت ای��ن در ،dX(xn, yn) < δ =
۱
n

ح��ال ه��م��گ��راس��ت. زی��ردن��ب��ال��ه ی��ک دارای X از ن��ام��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ی زی��ر ه��ر ،Xم��ان��ن��د ف��ش��رده ری��ک م��ت��

.A = {xn}∞n=۱ ری��م. گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در را زی��ر ن��ام��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ه��ای

�ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ون �ن� اک� اس��ت، �ود �وج� م� x �ه ب� �را �گ� �م� ه� و A از {xnk
} �را �گ� �م� ه� �ه �ال� �ب� دن� �ر زی� �ذا ل�

اس��ت. م��وج��ود y ب��ه �را �م��گ� ه� و B از {ynks
} �را �م��گ� ه� �ال��ه �ب� دن� زی��ر ل��ذا �م ری� � �ی� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را B = {ynk

}

ای��ن ب��رای ه��م��گ��راس��ت. y ب��ه {xnks
} ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ک��اف��ی م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای x = y ک��ن��ی��م م��ی ادع��ا

s ≥ s۰ ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت م��وج��ود s۰ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ب��ن��اب��رای��ن اس��ت y ب��ه ه��م��گ��را {ynks
} چ��ون م��ن��ظ��ور

s ≥ max{s۰, n} ه��ر ب��رای ل��ذا و |ynks
− y| ≤ ۱

n
ری��م دا

|xnks
− y| = |xnks

− ynks
+ ynks

− y| ≤ |xnks
− ynks

|+ |ynks
− y| ≤ ۱

n
+

۱
n
≤ ۲

n
.

x �ه ب� {xnks
} پ��س �ت، �راس� �گ� �م� ه� x �ه ب� {xnk

} �ون چ� �ی �رف� ط� از �ت. �راس� �گ� �م� ه� y �ه ب� {xnks
} �ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ه �ت� �وس� �ی� پ� h �ون چ� �ی �رف� ط� از .x = y �م ری� دا �اس��ت، �ت� �ک� ی� �دورف �اس� ه� �ای �ض� ف� در �د ح� �ون چ� �ت. �راس� �گ� �م� ه�

ه��م��گ��راس��ت h(x) ب��ه h({xnks
}) پ��س ه��م��گ��راس��ت. x ب��ه {ynks

} و ه��م��گ��راس��ت x ب��ه {xnks
} و اس��ت

ری��م دا s ≥ s۱ ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان ای s۱ ب��ن��اب��رای��ن ه��م��گ��راس��ت. h(x) ب��ه h({ynks
}) و

ب��ن��اب��رای��ن .dZ(h(x), h(ynks
)) ≤ ε

۲
ن��ی��ز و dZ(h(xnks

), h(x)) ≤ ε

۲

dZ(h(xnks
), h(ynks

)) ≤ dZ(h(xnks
), h(x)) + dZ(h(x), h(ynks

)) ≤ ε

۲
+

ε

۲
= ε.

ت��وج��ه �ا ب� ل��ذا و اس��ت �ت��ه �ی��وس� پ� �ن��واخ��ت ی��ک� ط��ور ب��ه h و ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض پ��س اس��ت. �ن��اق��ض ت� ای��ن و
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Z ف��ض��ای :٢.٢ ش��ک��ل

آن �ا ب� �ا ی� و �ت اس� h ◦ g �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �ا ی� h ◦ f �ود، �ی�ش� م� �ت �اب� ث� ٧.٢.٢ �زاره گ� �ه ب�

اس��ت. ه��م��وت��وپ��ی��ک

از ف��ض��ای��ی زی��ر ک��ه را C(Y ) ری��ک م��ت�� ف��ض��ای ب��اش��د، ری��ک م��ت�� ف��ض��ای Y ک��ن��ی��م ف��رض .٩.٢.٢ ت��ع��ری��ف

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه (٢.٢ (ش��ک��ل م��ی�ب��اش��د Y × [۰,۱]× [−۱,۱]

C(Y ) = {(y, t, sin(π
t
))|(y, t) ∈ Y × (۰,۱]} ∪ Y × {۰} × {۰}.

�ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� ،f(y) = (y,۱, ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� f : Y → C(Y ) �ت �اش� �گ� ن� .١٠.٢.٢ �زاره گ�

م��ی�ب��اش��د. ه��م��وت��وپ آن ب��ا ی��ا اس��ت g(y) = (y, ۰, ۰) ض��اب��ط��ه ب��ا g : Y → C(Y ) ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک

�ت �اش� �گ� ن� و f(y) = (y,۱, ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� f : Y → C(Y ) �ت �اش� �گ� ن� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.
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ه��ر ب��رای �م �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� اس��ت �اف��ی ک� ب��اش��د، ش��ده ری��ف � �ع� ت� g(y) = (y, ۰, ۰) �اب��ط��ه ض� ب��ا g : Y → C(Y )

و Hε(y, ۰) = f(y) �ه ک� �وری ط� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م� Hε : Y × I → C(y) �وپ��ی �وت� �م� ه� �اش��ت �گ� ن� ،ε > ۰

ب��ه اس��ت م��وج��ود k ∈ N پ��س ب��اش��د، ش��ده داده ε > ۰ ک��ن��ی��م ف��رض .dC(Y )(Hε(y,۱), g(y)) < ε ن��ی��ز

ض��اب��ط��ه ب��ا را Hε : Y × I → C(y) ح��ال .۱
k
< ε ک��ه ط��وری

Hε(y, t) = (y,
t

k
+ ۱− t, sin(

π
t
k
+ ۱− t

))

،t ∈ I ه��ر ب��رای ک��ه ش��ود ت��وج��ه . م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع��

۱
k
≤ t× ۱

k
+ (۱− t)× ۱ ≤ ۱

�ع �واب� ت� و Hε(y, t) ∈ C(y) �م ری� دا ،t ∈ I �ر ه� �رای ب� �س پ� . t
k
+ ۱ − t ∈ (۰,۱] �ن �رای� �اب� �ن� ب�

y ∈ Y �ر ه� �رای ب� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� Hε �ود �ی�ش� م� �ت �اب� ث� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ه �ت� �وس� �ی� پ� Hε �ه�ای �ف� �ول� م�

پ��س .Hε(y,۱) = (y,
۱
k
, ۰) ن��ی��ز و Hε(y, ۰) = (y,۱, ۰) = f(y)

dC(Y )(Hε(y,۱), g(y)) = dC(Y )((y,
۱
k
, ۰), (y, ۰, ۰)) =

۱
k
< ε.

اس��ت. g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f ب��ن��اب��رای��ن

f : Y → X �ت �اش� �گ� ن� و �د �اش� ب� �رده �ش� ف� �ک ری� � �ت� م� �ای �ض� ف� �ک �ی� Y �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١١.٢.٢ �ه �ی� �ض� ق�

�ه ک� ط��وری �ه ب� �د �اش� ب� �ود م��وج� F : C(Y ) → X �اش��ت �گ� ن� و �اش��د �ب� ن� g : Y → X �اش��ت �گ� ن� �ا ب� �وت��وپ �م� ه�

اس��ت. g ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f ص��ورت ای��ن در .F |(Y,۰,۰) = g و F |(Y,۱,۰) = f

ε > ۰ �ی��م �ن� ک� ف��رض اس��ت. g ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ط��ور ب��ه f داد �ی��م خ��واه� ن��ش��ان ب��ره��ان.

م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��د، ش��ده داده

M = Y × ({۱
n
|n ∈ N} ∪ {۰})× {۰}.



٣٠ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

ف��ش��رده و ه��اس��دورف �ی��ز ن� M ل��ذا ف��ش��رده�ان��د و ه��اس��دورف ف��ض��اه��ای��ی {۱
n
|n ∈ N} ∪ {۰} و Y چ��ون

اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز F |M : M → X پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه F : C(Y ) → X ن��گ��اش��ت ط��رف��ی از اس��ت.

δ > ۰ �اب��رای��ن �ن� اس��ت.ب� �ت��ه �ی��وس� پ� �ن��واخ��ت ی��ک� ط��ور ب��ه F |M ل��ذا اس��ت، ف��ش��رده و ه��اس��دورف M چ��ون و

ه��س��ت K ∈ N ل��ذا .d(F (x), F (y)) < ε �اه آن�گ� ،d(x, y) < δ اگ��ر x, y ∈ M ه��ر ب��رای �ه ک� ه��س��ت

ض��اب��ط��ه ب��ا را H : Y × I → X ن��گ��اش��ت . ۱
K

< δ ک��ه

H(y, t) = F (y,
t

K
+ ۱− t, sin(

π
t
K
+ ۱− t

))

پ��س ، t
K

+ ۱− t ∈ (۰,۱] ،t ∈ I ه��ر ب��رای و ری��م گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در

(y,
t

K
+ ۱− t, sin(

π
t
K
+ ۱− t

)) ∈ C(Y )

ه��ر ب��رای �رف��ی ط� از اس��ت. ری��ف � �ع� �ت� خ��وش� و �ت��ه �ی��وس� پ� �ز �ی� ن� H اس��ت، ری��ف � �ع� �ت� خ��وش� و �ت��ه �ی��وس� پ� F چ��ون و

ری��م دا y ∈ Y


H(y, ۰) = F (y,۱, ۰) = f(y)

H(y,۱) = F (y,
۱
K

, ۰)

�ت داش� �م �ی� �واه� خ� �ذا ل� d((y, ۱
K

, ۰), (y, ۰, ۰)) < δ �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� و (y,
۱
K

, ۰), (y, ۰, ۰) ∈ M �ز �ی� ن� و

�ه�ی �ط� �اب� ض� �ا ب� fε : Y → X �اش��ت �گ� ن� ،ε > ۰ �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .d(F (y,
۱
K

, ۰), F (y, ۰, ۰)) < ε

.d(fε(y), g(y)) < ε ،y ∈ Y �ر ه� �رای ب� �ز �ی� ن� و f ≃ fε �ه ک� �م آوردی� �ت �دس� ب� fε(y) = F (y,
۱
K

, ۰)

ب��ه ن��زدی��ک �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ط��ور ب��ه f ل��ذا �ی��س��ت، ن� ه��م��وت��وپ g ب��ا f �ی��ه، ق��ض� ف��رض ب��ر �ا �ن� ب� چ��ون �ن��اب��رای��ن ب�

اس��ت. g ن��گ��اش��ت

�ه �ت� �س� ب� �ای �ض� ف� �ر زی� �ک ی� A ⊆ Y و �د �اش� ب� �ک ری� � �ت� م� �ای �ض� ف� �ک ی� Y �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٢.٢.٢ �ف �ری� �ع� ت�



٣١ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

ری��ک � �ت� م� �ای �ض� ف� .A = φ−۱(۰) �ه ک� �د �اش� ب� ای �ه �ون� گ� �ه ب� φ : Y → [۰,۱] �اش��ت �گ� ن� �م �ی� �ن� ک� ف��رض �د، �اش� ب�

م��ی�ش��ود: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه اس��ت Y × [۰,۱]× [−۱,۱] از ف��ض��ای زی��ر ی��ک C(Y,A)

{(y, φ(y)t, φ(y) sin(π
t
))|(y, t) ∈ Y × (۰,۱]} ∪ Y × {۰} × {۰}.

�د. �اش� ب� Y �ک ری� � �ت� م� �ای �ض� ف� از �ه �ت� �س� ب� �ای �ض� ف� �ر زی� �ک ی� A ⊆ Y �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٣.٢.٢ �زاره گ�

�ت �اش� �گ� ن� �ا ب� �وپ �وت� �م� ه� �ا ی� i۱(y) = (y, φ(y), ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� i۱ : Y → C(Y,A) �ی �ول� �م� ش� �ت �اش� �گ� ن�

�ن ای� �ه ب� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �ا ی� و اس��ت i۲(y) = (y, ۰, ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� i۲ : Y → C(Y,A)

اس��ت. A ب��ه ن��س��ب��ت ن��گ��اش��ت

و i۱(y) = (y, φ(y), ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� i۱ : Y → C(Y,A) �ی �ول� �م� ش� �ت �اش� �گ� ن� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

�م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �د، �اش� ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� i۲(y) = (y, ۰, ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� i۲ : Y → C(Y,A) �ت �اش� �گ� ن�

�ت اس� �ی �اف� ک� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس� i۲ �ت �اش� �گ� ن� �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� i۱ داد

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �م �ی� �ن� ک� �ف ری� � �ع� ت� را Hε : Y × I → C(Y,A) �ی �وپ� �وت� �م� ه� �ت �اش� �گ� ن� ε > ۰ �ر ه� �رای ب�

�ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� K ∈ N �ود ش� �ه �وج� ت� .d(Hε(y,۱), i۲(y)) < ε و Hε(y, ۰) = i۱(y)

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را Hε : Y × I → C(Y,A) ل��ذا ، ۱
K

< ε

Hε(y, t) = (y, φ(y)(
۱
K

+ ۱− t), φ(y) sin(
π

۱
K
+ ۱− t

)).

ه��ر ب��رای پ��س ، ۱
K

+ ۱− t ∈ I ب��ن��اب��رای��ن ۱
K

≤ ۱
K

+ ۱− t ≤ ۱ ،t ∈ I ه��ر ب��رای ک��ه ش��ود ت��وج��ه

�ز �ی� ن� Hε �ذا ل� �د �ن� �ت� �س� ه� �ه �ت� �وس� �ی� پ� Hε ای �ه �ف� �ول� م� �ع �واب� ت� �ون چ� و Hε(y, t) ∈ C(Y,A) و y ∈ Y ،t ∈ I

ن��ی��ز و Hε(y,۱) = (y,
φ(y)

K
, ۰) و Hε(y, ۰) = (y, φ(y), ۰) = i۱(y) اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه

d(Hε(y,۱), i۲(y)) = d((y,
φ(y)

K
, ۰), (y, ۰, ۰)) =

|φ(y)|
K

≤ ۱
K

< ε.

اس��ت. i۲ ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه i۱ ب��ن��اب��رای��ن



٣٢ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

ری��د ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر ش��رای��ط .١۴.٢.٢ ق��ض��ی��ه

م��ی�ب��اش��د. ن��ی��ز م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د ک��ه اس��ت ف��ش��رده ری��ک م��ت�� ف��ض��ای ی��ک Y .١

اس��ت. Y ف��ض��ای از ب��س��ت��ه ف��ض��ای زی��ر ی��ک A ⊆ Y .٢

ن��ی��س��ت. A ب��ه ن��س��ب��ت g : Y → X ن��گ��اش��ت ب��ا ه��م��وت��وپ f : Y → X ن��گ��اش��ت .٣

�ای ه� �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� i۱, i۲ : Y → C(Y,A) �ی �ول� �م� ش� �ای ه� �ت �اش� �گ� ن� .۴

ب��اش��ن��د. i۲(y) = (y, ۰, ۰) و i۱(y) = (y, φ(y), ۰)

�اه �رگ� ه� �ت اس� A �ه ب� �ت �ب� �س� ن� g �اش��ت �گ� ن� �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f �اش��ت �گ� ن� �ورت ص� �ن ای� در

.F ◦ i۲ = g و F ◦ i۱ = f ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود F : C(Y,A) → X ن��گ��اش��ت

ε > ۰ �ی��م �ن� ک� ف��رض اس��ت. g ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ط��ور ب��ه f داد �ی��م خ��واه� ن��ش��ان ب��ره��ان.

م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��د، ش��ده داده

M = Y × ({۱
n
|n ∈ N} ∪ {۰})× {۰}.

ف��ش��رده و ه��اس��دورف �ی��ز ن� M ل��ذا ف��ش��رده�ان��د و ه��اس��دورف ف��ض��اه��ای��ی {۱
n
|n ∈ N} ∪ {۰} و Y چ��ون

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن� F |M : M → X پ��س �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� F : C(Y,A) → X �اش��ت �گ� ن� �ی �رف� ط� از �ت. اس�

�رای��ن �اب� �ن� اس��ت.ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �واخ��ت �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� F |M �ذا ل� اس��ت، �رده �ش� ف� و �اس��دورف ه� M چ��ون و اس��ت

K ∈ N �ذا ل� .d(F (x), F (y)) < ε �اه آن�گ� ،d(x, y) < δ �ر اگ� x, y ∈ M �ر ه� �رای ب� �ه ک� ه��س��ت δ > ۰

ض��اب��ط��ه ب��ا را H : Y × I → X ن��گ��اش��ت . ۱
K

< δ ک��ه ه��س��ت

H(y, t) = F (y, φ(y)(
t

K
+ ۱− t), φ(y) sin(

π
t
K
+ ۱− t

))



٣٣ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

پ��س ، t
K

+ ۱− t ∈ (۰,۱] ،t ∈ I ه��ر ب��رای و ری��م گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در

(y, φ(y)(
t

K
+ ۱− t), φ(y) sin(

π
t
K
+ ۱− t

)) ∈ C(Y,A)

ه��ر ب��رای �رف��ی ط� از اس��ت. ری��ف � �ع� �ت� خ��وش� و �ت��ه �ی��وس� پ� �ز �ی� ن� H اس��ت، ری��ف � �ع� �ت� خ��وش� و �ت��ه �ی��وس� پ� F چ��ون و

ری��م دا y ∈ Y


H(y, ۰) = F (y, φ(y), ۰) = f(y)

H(y,۱) = F (y,
φ(y)

K
, ۰)

ری��م دا ،a ∈ A = φ−۱(۰) چ��ون ،t ∈ I ه��ر ب��رای

H(a, t) = F (a, φ(a)(
t

K
+ ۱− t), φ(a) sin(

π
t
K
+ ۱− t

)) = F (a, a, ۰) = g(a) = f(a)

d((y,
φ(y)

K
, ۰), (y, ۰, ۰)) < δ ه��م�چ��ن��ی��ن و (y,

φ(y)

K
, ۰), (y, ۰, ۰) ∈ M y ∈ Y ه��ر ب��رای ن��ی��ز و

�ت �اش� �گ� ن� ،ε > ۰ �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .d(F (y,
φ(y)

K
, ۰), F (y, ۰, ۰)) < ε �ت داش� �م �ی� �واه� خ� �ذا ل�

ب��رای ن��ی��ز و f ≃ fε(rel A) ک��ه آوردی��م ب��دس��ت fε(y) = F (y,
φ(y)

K
, ۰) ض��اب��ط��ه�ی ب��ا fε : Y → X

ل��ذا ن��ی��س��ت، ه��م��وت��وپ g ب��ا f ق��ض��ی��ه، ف��رض ب��ر ب��ن��ا چ��ون ب��ن��اب��رای��ن .d(fε(y), g(y)) < ε ،y ∈ Y ه��ر

اس��ت. A ب��ه ن��س��ب��ت g ن��گ��اش��ت ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f



٣ ف��ص��ل

ب��ه و م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ارت��ب��اط

ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور

م��ق��دم��ه ١.٣

�ت �ی� �اص� خ� �ا ب� آن �ه�ی �س� �ای� �ق� م� و �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �وم �ه� �ف� م� �ی �رف� �ع� م� �ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

�دورف �اس� ه� �ی �ژگ� وی� �ه ک� �ود ش� �ی م� داده �ان �ش� ن� �ه ادام� در و �م �ردازی� پ� �ی م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه�

�ه ب� �ت. اس� ری��ک، � �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� در �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ودن �ب� �ک� �زدی� ن� �ل �اب� �ق� م� �ی �وم� �ه� �ف� م� �ری، �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه�

،X در اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت �ی��ری م��س� �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ه��اس��دورف ،X ری��ک �ت�� م� ف��ض��ای �ی��ق�ت��ر دق� �ب��ارت ع�

ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب ب��ی��ان در ن��ب��اش��ن��د. م��وج��ود ،İ ب��ه ن��س��ب��ت ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک ط��ور ب��ه م��س��ی��ر دو ه��ی��چ

اس��ت. ش��ده اس��ت��ف��اده [١] و [٨] از ب��ی��ش��ت��ر

٣۴



٣۵ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه و م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ارت��ب��اط

م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ٢.٣

ب��رای �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ی��ری١ م��س� �ک��ی �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �اس��دورف ه� را X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� ف��ض��ای .١.٢.٣ �ری��ف �ع� ت�

ی��ک ،[α] ̸= [β] و α(۰) = β(۰) و α(۱) = β(۱) �ه ک� α, β �د �ن� �ان� م� X در �ای �ره� �ی� �س� م� از �ت �ف� ج� �ر ه�

م��ان��ن��د اف��راز

۰ = t۰ < t۱ < t۲ < ... < tn = ۱

م��ان��ن��د ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای از دن��ب��ال��ه ی��ک و

U۱, U۲, ..., Un

ی��ک γ : [۰,۱] → X �ر اگ� و α([ti−۱, ti]) ⊆ Ui ،۱ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م�

�ز �ی� ن� و �د �ن� �ی�ک� م� �دق ص� ،۱ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� γ([ti−۱, ti]) ⊆ Ui �رط ش� در �ه ک� �د �اش� ب� �ر �گ� دی� �ر �ی� �س� م�

.[γ] ̸= [β] ص��ورت ای��ن در ،۰ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای α(ti) = γ(ti)

ه��م��س��ای��گ��ی ،x ∈ X ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ن��ی��م�م��وض��ع��ی٢ س��اده ه��م��ب��ن��د را X ف��ض��ای .٢.٢.٣ ت��ع��ری��ف

�ارت �ب� ع� �ه ب� �د. �اش� ب� �ک �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �وچ پ� ،X در ،Uxدر �ه �وق� ط� �ر ه� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� x از Ux

ب��اش��د. ش��م��ول��ی ن��گ��اش��ت ،i : Ux → X ک��ه i∗π۱(Ux, a) = ۱ ،a ∈ Ux ه��ر ب��رای دی��گ��ر

اس��ت. ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی م��س��ی��ری ه��اس��دورف آن�گ��اه ب��اش��د، ن��ی��م�م��وض��ع��ی س��اده ه��م��ب��ن��د X اگ��ر .٣.٢.٣ گ��زاره

.[α] ̸= [β] ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د م��س��ی��ر دو α, β : I → X ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

x از Ux �گ��ی �ای� �س� �م� ه� ،x ∈ X �ر ه� �رای ب� �ذا ل� اس��ت، �ع��ی �وض� �م�م� �ی� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� X چ��ون �رف��ی ط� از

�ز �ی� ن� و I ⊆
∪
x∈X

α−۱(Ux) چ��ون .i∗π۱(Ux, a) = ۱ ،a ∈ Ux �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� اس��ت �ود �وج� م�

1Homotopically Path Hausdorff
2Semilocaly Simply Connected



٣۶ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه و م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ارت��ب��اط

ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ �ب��گ، ل� ع��دد ل��م �ه ب� �ا �ن� ب� �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت، ف��ش��رده ری��ک �ت�� م� ف��ض��ای ی��ک I

،xi ∈ X ک��ه xi ی��ک ب��رای ص��ورت ای��ن در ،Ki = [
i

N
,
i+ ۱
N

] و ۱
N

< δ ک��ه N ∈ N ف��رض ب��ا ک��ه

ه��ر ب��رای و γ(Ki) ⊆ Uxi
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود γ : I → X ک��ن��ی��م ف��رض .α(Ki) ⊆ Uxi

ری��م دا

γ(
i

N
) = α(

i

N
) و γ([

i

N
,
i+ ۱
N

]) ⊆ Uxi
و α([

i

N
,
i+ ۱
N

]) ⊆ Uxi
چ��ون .γ( i

N
) = α(

i

N
) ،i

ب��ن��اب��رای��ن .i∗π۱(Ux, a) = ۱ ،a ∈ Ux ه��ر ب��رای ه��م�چ��ن��ی��ن .γ(i+ ۱
N

) = α(
i+ ۱
N

) و

α|[ i
N
, i+۱

N
] ◦ λ ∗ (γ|[ i

N
, i+۱

N
] ◦ λ)

−۱ ∈ i∗π۱(Ux, α(
i

N
) = ۱

ب��ن��اب��رای��ن .λ(t) = t(
i+ ۱
N

) + (۱− t)
i

N
ض��اب��ط��ه ب��ا λ : I → [

i

N
,
i+ ۱
N

] آن در ک��ه

α|[ i
N
, i+۱

N
] ◦ λ ≃ γ|[ i

N
, i+۱

N
] ◦ λ(relİ).

.[α] ̸= [β] چ��ون [γ] ̸= [β] ل��ذا و [α] = [γ] پ��س α ≃ γ(relİ) ل��ذا

�ا ه� دان �وژی �ول� �وپ� ت� �ی �وس� �ن� �ی� س� �م خ� دوران از �ل �ک� �ش� �ت� م� ،Z ⊆ R۳ �ای �ض� ف� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.٢.٣ �ال �ث� م�

ب��ر ب��ن��ا و اس��ت ن��ی��م�م��وض��ع��ی س��اده ه��م��ب��ن��د Z ف��ض��ای واق��ع در .(١.٣ ب��اش��د.(ش��ک��ل x =
۱
۲π

خ��ط ح��ول

اس��ت. م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ف��ض��ای Zی��ک ٣.٢.٣ گ��زاره

�ری �ی� �س� م� �دورف �اس� ه� �ی، �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� �ای �ض� ف� �ر ه� �ل �ب� ق� �زاره گ� �ر ب� �ا �ن� ب� .۵.٢.٣ �ه �ظ� �لاح� م�

�ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �ر اگ� داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �د �ع� ب� �ال �ث� م� در �ت. اس� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه�

�دورف �اس� ه� �ه ک� دارد �ود وج� �ای��ی �ض� ف� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �س��ت. �ی� ن� �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� �ا �زوم� ل� �د �اش� ب�

ن��ی��س��ت. ن��ی��م�م��وض��ع��ی س��اده ه��م��ب��ن��د ام��ا اس��ت م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی

ح��دی خ��ط پ��اره ح��ول ه��ا دان ت��وپ��ول��وژی س��ی��ن��وس��ی خ��م دوران از ک��ه اس��ت ک��ن��ی��م ف��رض .۶.٢.٣ م��ث��ال

ح��دی خ��ط پ��اره ب��ا آن اج��ت��م��اع و R۳ ف��ض��ای در اش

A = {(◦, ◦, s) ∈ R۳| − ۱ ≤ s ≤ ۱}
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Z ف��ض��ای :١.٣ ش��ک��ل

�ر اگ� �ون چ� �ت �س� �ی� ن� �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� X �ای �ض� ف� .(٢.٣ �ل �ک� (ش� �د �اش� ب� �ده آم� �ت �دس� ب�

�م ری� دا ،b ∈ U \ A �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �د، �اش� ب� A در �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� U

و م��وض��ع��ی م��س��ی��ری �ب��ن��د ه��م� �ب��ن��د، ه��م� ف��ض��ای��ی Y = X\A ف��ض��ای ص��ورت ای��ن در .i∗π۱(Ux, b) ̸= ۱

اس��ت. م��وض��ع��ی ن��ی��م ی س��اده ه��م��ب��ن��د

ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت. م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف X ف��ض��ای ده��ی��م م��ی ن��ش��ان ام��ا

X ف��ض��ای :٢.٣ ش��ک��ل
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�د �ن� �ب� �م� ه� �I و �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� α �ون چ� .[α] ̸= [β] �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� α, β : I → X �م �ی� �ن� ک�

ه��م��ب��ن��د م��ول��ف��ه�ه��ای X \A و A ک��ه آن�ج��ای��ی از و اس��ت. م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د Im(α) پ��س اس��ت، م��س��ی��ری

داش��ت: خ��واه��ی��م ح��ال��ت دو ل��ذا ه��س��ت��ن��د، X از م��س��ی��ری

Im(α) �س پ� �ت، اس� �رده �ش� ف� I و �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� α �ون چ� .Im(α) ⊆ X \ A �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١

�ر ه� �رای ب� �ذا ل� �ت، اس� �ی �ع� �وض� �م�م� �ی� ن� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X \ A �ون چ� �ی �رف� ط� از �ت. اس� �رده �ش� ف�

ل��ذا و اس��ت پ��وچ آن در ط��وق��ه ه��ر ک��ه اس��ت م��وج��ود X \A در Ux ب��از م��ج��م��وع��ه�ی ،x ∈ X \A

م��وج��ود δ �ب��گ ل� �دد ع� اس��ت، ری��ک � �ت� م� �رده ف��ش� ف��ض��ای ی��ک I چ��ون و .I ⊆ ∪x∈X\Aα
−۱(Ux)

α(Ki) ⊆ Uxi
�م ری� دا ،۰ ≤ i ≤ N �ر ه� �رای ب� . ۱

N
< δ �ه ک� N ∈ N ،δ �رض ف� �ا ب� �ه ک� �ت اس�

A �ون چ� و �ت اس� X \ A �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی� Uxi
�ی �رف� ط� از .Ki = [

i

N
,
i+ ۱
N

] آن در �ه ک�

Uxi
�رای��ن �اب� �ن� ب� و �ت اس� X �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی� X \ A پ��س �ت، اس� X �رده �ش� ف� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی�

�رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ری �ی� �س� م� γ : I → X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� X �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی�

α([
i

N
,
i+ ۱
N

]) ⊆ Uxi
�ون چ� �ی �رف� ط� از .γ( i

N
) = α(

i

N
) و γ(Ki) ⊆ Uxi

،۰ ≤ i ≤ N

ی��ک Uxi
�ز �ی� ن� و γ(

i+ ۱
N

) = α(
i+ ۱
N

) و γ(
i

N
) = α(

i

N
) .γ([ i

N
,
i+ ۱
N

]) ⊆ Uxi
پ��س

داش��ت خ��واه��ی��م ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. پ��وچ آن در ط��وق��ه ه��ر ک��ه اس��ت ه��م��س��ای��گ��ی

α|[ i
N
, i+۱

N
] ◦ λ ∗ (γ|[ i

N
, i+۱

N
] ◦ λ)

−۱ ∈ i∗π۱(Uxi
, x) = ۱

ل��ذا و

α|[ i
N
, i+۱

N
] ◦ λ ≃ γ|[ i

N
, i+۱

N
] ◦ λ(relİ)

.[β] ̸= [α] چ��ون و [β] ̸= [γ] ن��ت��ی��ج��ه در .[α] = [γ] پ��س α ≃ γ(relİ) ل��ذا

ه��ر ب��رای ل��ذا اس��ت، ن��ی��م�م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د �� A چ��ون ط��رف��ی از .Im(α) ⊆ A ک��ن��ی��م ف��رض .٢

ی��ک I چ��ون و .I ⊆ ∪x∈Aα
−۱(Vx) ل��ذا و اس��ت م��وج��ود Vx ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر ه��م��س��ای��گ��ی ،x ∈ A
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. ۱
N

< δ �ه ک� N ∈ N ف��رض �ا ب� �ه ک� اس��ت �ود �وج� م� δ �ب��گ ل� �دد ع� اس��ت، ری��ک � �ت� م� �رده �ش� ف� �ای ف��ض�

�ر زی� Vxi
�ی �رف� ط� از .Ki = [

i

N
,
i+ ۱
N

] آن در �ه ک� α(Ki) ⊆ Vxi
�م ری� دا ،۰ ≤ i ≤ N �رای ب�

Uxi
�ی، �ای� �ض� �رف� زی� �وژی �ول� �وپ� ت� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� و .Vxi

⊆ X پ��س �ت اس� A �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�

γ : I → X �ی��م �ن� ک� ف��رض .Vxi
= Uxi

∩ A ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود X ب��از �ه�ی �م��وع� �رم��ج� زی�

�ون چ� .γ( i

N
) = α(

i

N
) و γ(Ki) ⊆ Uxi

،۰ ≤ i ≤ N �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ری �ی� �س� م�

در و �ت اس� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� γ(Ki) �ذا ل� �ت، اس� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� Ki و �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� γ

از �ت. اس� �ع واق� �د، �اش� �ی�ب� م� γ(
i

N
) = α(

i

N
) �ل �ام� ش� �ه ک� X از �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �ه �ف� �ول� م� �ک ی�

.γ(Ki) ⊆ A �ذا ل� �ت، اس� X �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �ه�ی �ف� �ول� م� A و γ(
i

N
) = α(

i

N
) ∈ A �ی �رف� ط�

Vxi
�ز �ی� ن� و α(Ki) ⊆ Vxi

و γ(Ki) ⊆ Vxi
�م ری� دا �ذا ل� .γ(Ki) ⊆ Uxi

∩ A = Vxi
�ن �رای� �اب� �ن� ب�

و اس��ت ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک

ن��ت��ی��ج��ه در .[α] = [γ] پ��س α ≃ γ(relİ) ل��ذا .γ(i+ ۱
N

) = α(
i+ ۱
N

) و γ(
i

N
) = α(

i

N
)

.[β] ̸= [α] چ��ون [β] ̸= [γ]

م��ج��م��وع��ه�ی زی��ر ی��ک U و X از ف��ش��رده ف��ض��ای زی��ر ی��ک K و ری��ک م��ت�� ف��ض��ای ی��ک X اگ��ر .٧.٢.٣ ل��م

.Nε(K) ⊆ U ک��ه ه��س��ت ε > ۰ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، K ⊆ U ⊆ X و X از ب��از

�ن ای� در ،Nεx(x) ⊆ U �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� εx > ۰ ی��ک ،x ∈ K ⊆ U �ر ه� �رای ب� ب��ره��ان.

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� .K ⊆ ∪m
i=۱N εxi

۲
(xi) �س پ� �ت، اس� �رده �ش� ف� �ای �ض� ف� �ر زی� �ک ی� K �ون چ� �ورت ص�

y ∈ K ل��ذا x ∈ N ε
۲
(K) اگ��ر چ��ون .N ε

۲
(K) ⊆ U ص��ورت ای��ن در ،ε = min {εx۱ , εx۲ , ..., εxk

}

�ود �وج� م� ۱ ≤ i۰ ≤ m �ذا ل� ،y ∈ K ⊆ ∪m
i=۱N εxi

۲
(xi) و d(x, y) <

ε

۲
�ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م�

ب��ن��اب��رای��ن .d(xi۰ , y) <
εxi۰

۲
پ��س y ∈ N εxi۰

۲
(xi۰) ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت

d(x, xi۰) ≤ d(x, y) + d(y, xi۰) <
ε

۲
+

εxi۰

۲
≤

εxi۰

۲
+

εxi۰

۲
= εxi۰

.N ε
۲
(K) ⊆ V ل��ذا و x ∈ Nεxi۰

(xi۰) ⊆ U ن��ت��ی��ج��ه در
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�ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� �ی��ری م��س� ه��اس��دورف و �ی��ک��ی ه��م��وت��وپ� ب��ودن ن��زدی��ک م��ف��ه��وم �ی��ن ب� �ب��اط ارت� زی��ر �ی��ه ق��ض� در

ش��ود. م��ی ب��ی��ان

دارد م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف خ��اص��ی��ت ،X م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د ف��ض��ای .٨.٢.٣ ق��ض��ی��ه

�ه ب� �ا ی� �د �اش� �ب� ن� �ود �وج� م� İ �ه ب� �ب��ت �س� ن� �زدی��ک ن� �ی��ک �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �ر �ی� �س� م� دو �ی��چ ه� X در �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ�

�ه ب� �ب��ت ن��س� w �ه ب� �زدی��ک ن� �ک��ی �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� ،v ،v, w : I → X �ی��ر م��س� دو ه��ر ب��رای �ر �گ� دی� �ب��ارت ع�

ن��ب��اش��د. ب��ازه ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��ط��ه

خ��واه��ی��م ح��ال��ت دو ص��ورت ای��ن در ن��ب��اش��د، م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف X ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

داش��ت:

.v ≁ w(relİ) ک��ه �ن��د �ب��اش� ن� م��وج��ود ی��ک��س��ان �ای��ان پ� و ش��روع ب��ا v, w : I → X �ی��ره��ای م��س� اگ��ر .١

�ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �ذا ل� و [v] ̸= [w] �م ری� دا ،v, w : I → X �ر �ی� �س� م� �ر ه� �رای ب� �س پ�

اس��ت. ف��رض ب��ا ت��ن��اق��ض ک��ه اس��ت. م��س��ی��ری

�وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� �ان �س� �ک� ی� �ان �ای� پ� و �روع ش� �ا ب� v, w : I → X �ای �ره� �ی� �س� م� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢

�ادآوری ی� �د. �ن� �ن� �ک� ن� �دق ص� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �ط �رای� ش� در و [v] ̸= [w] �ه ک�

�ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �رط ش� در X �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

�د �ن� �ان� م� �راز اف� �ک ی� ،[α] ̸= [β] و α(۱) = β(۱) �ه ک� α, β ∈ p(X, x۰) �ای �ره� �ی� �س� م� از �ت �ف� ج�

U۱, U۲, ..., Un م��ان��ن��د ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای از دن��ب��ال��ه ی��ک و ۰ = t۰ < t۱ < t۲ < ... < tn = ۱

γ : [۰,۱] → X اگ��ر و α([ti−۱, ti]) ⊆ Ui ،۱ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود

م��ی�ک��ن��د ص��دق ،۱ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای γ([ti−۱, ti]) ⊆ Ui ش��رط در ک��ه ب��اش��د دی��گ��ر م��س��ی��ر ی��ک

داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان م��ا .[γ] ̸= [β] ص��ورت ای��ن در ،۰ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای α(ti) = γ(ti) ن��ی��ز و

اس��ت w ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه v

[v] ̸= [w] (آ)

�ود �وج� م� ،X �رای ب� {N ε
۲
(x)|x ∈ X} �از ب� �ش �وش� پ� �د. �اش� ب� �ده ش� داده ε > ۰ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� (ب)
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�دد ع� �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ذا ل� ،I ⊆ ∪x∈Xv
−۱(N ε

۲
(x)) و �ت اس� �رده �ش� ف� �I �ون چ� �ت. اس�

x ∈ X و d(A) < ε۱ ،A ⊆ I �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� ε۱ < ۰ �گ، �ب� ل�

�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� M ∈ N �ی �رف� ط� از .A ⊆ v−۱(N ε
۲
(x)) �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م�

�ن �رای� �اب� �ن� ب� d([j − ۱
M

,
j

M
]) =

۱
M

< ε۱ ،۱ ≤ j ≤ M �ر اگ� و ۱
M

< ε۱ �ه ک� �وری ط�

م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا [j − ۱
M

,
j

M
] ⊆ v−۱(N ε

۲
(xj)) ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود xj ∈ X

و �ت �س� �ی� ن� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �ون چ� v(
j − ۱
M

,
j

M
]) ⊆ N ε

۲
(xj)

اف��راز ل��ذا ،[v] ̸= [w]

۰ = t۰ < t۱ =
۱
M

< t۲ =
۲
M

< ... < tJ =
j

M
< ... < tM = ۱

ب��از دن��ب��ال��ه و

U۱ = N ε
۲
(x۱), U۲ = N ε

۲
(x۲), ..., UM = N ε

۲
(xM)

�ر �اب� �ن� ب� �س پ� vε([
j − ۱
M

,
j

M
]) ⊆ Uj �ود ش� �ه �وج� ت� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را

�وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� vε : I → X �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �ف ری� � �ع� ت�

و vε(
j

M
) = v(

j

M
) و vε([

j − ۱
M

,
j

M
]) ⊆ N ε

۲
(xj)) ،۱ ≤ j ≤ M �ر ه� �رای ب� �ه ک�

�را زی� d(vε, v(t)) < ε ،t ∈ I �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .w ≃ vε(relİ) �ذا ل� [vε] = [w]

�ود �وج� م� ۱ ≤ j۰ ≤ M �ورت ص� �ن ای� در ،I ⊆ ∪m
j=۱([

j − ۱
M

,
j

M
]) �ون چ� ،t ∈ I �ر اگ�

و vε([
j۰ − ۱
M

,
j۰
M

]) ⊆ N ε
۲
(xj۰)) �ون چ� .t ∈ ([

j۰ − ۱
M

,
j۰
M

]) �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس�

ص��ورت ای��ن در ،v([j۰ − ۱
M

,
j۰
M

]) ⊆ N ε
۲
(xj۰))

d(vε(t), v(t)) ≤ d(vε(t), xj۰) + d(xj۰ , v(t)) < ε

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� vε : I → X �ک ی� ،ε > ۰ �ر ه� �رای ب� و [w] ̸= [v] �ذا ل� .

d(vε(t), v(t)) ≤ ε t ∈ I ه��ر ب��رای و [w] = [vε]
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ب��اش��د، ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه İ ب��ه ن��س��ب��ت v ب��ه w ک��ن��ی��م ف��رض ع��ک��س ط��رف اث��ب��ات ب��رای ح��ال

ط��ور ب��ه İ ب��ه ن��س��ب��ت v ب��ه w چ��ون ن��ی��س��ت. م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف ،X ک��رد خ��واه��ی��م ث��اب��ت

۰ = t۰ < t۱ < t۲ < ... < tn = ۱ �راز اف� �ر ه� �رای ب� و [w] ̸= [v] �ذا ل� �ت، اس� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه�

،۱ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� U۱, U۲, ..., Un �د �ن� �ان� م� �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� از �ه �ال� �ب� دن� �ر ه� و

ای��ن در اس��ت، پ��ی��وس��ت��ه v و اس��ت ف��ش��رده [tj−۱, tj] چ��ون ٧.٢.٣ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا .v([ti−۱, ti]) ⊆ Ui

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود εi > ۰ پ��س .v([tj−۱, tj]) ⊆ Uj و اس��ت ف��ش��رده v([tj−۱, tj]) ص��ورت

.Nε(v([tj−۱, tj])) ⊆ Uj �ذا ل� ،ε = min {ε۱, ε۲, ..., εn} �ی��م �ن� ک� ف��رض .Nεi(v([tj−۱, tj])) ⊆ Uj

w ≃ vε(relİ) ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود vε ل��ذا اس��ت. v ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه w چ��ون

�ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �ون چ� .Vε([tj−۱, tj]) ⊆ Nε(v([tj−۱, tj])) ⊆ Uj �ذا ل� d(vε(t), v(t)) ≤ ε و

،۱ ≤ i ≤ n− ۱ �ر ه� �رای ب� پ��س اس��ت. �ی��ری �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� Ui �ی��م �ن� ک� ف��رض �م �ی� �وان� �ی�ت� م� اس��ت، �ع��ی م��وض�

در �اب��ت ث� �ر �ی� �س� م� λ۰را و اس��ت �ود �وج� م� v(ti) �ای �ه� �ت� ان� و vε(ti) �دای �ت� اب� �ا ب� Ui در λi : I → X �ر �ی� �س� م�

�ر �ظ� ن� در �ان �ن� چ� را v′ε : I → X �ر �ی� �س� م� �ال ح� �م. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در v(۱) در �ت �اب� ث� �ر �ی� �س� م� را λn و v(۰)

j ه��ر ب��رای ک��ه ری��م م��ی�گ��ی��

v′ε|[tj−۱,tj ] = λ−۱
i−۱ ∗ vε|[tj−۱,tj ] ∗ λi.

ط��رف��ی از .v′ε(ti) = v(ti) و v′ε|[tj−۱,tj ] ⊆ Ui ،i ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

[λ−۱
۱ ∗ vε|[t۰,t۱] ∗ λ۱][λ

−۱
۱ ∗ vε|[t۱,t۲] ∗ λ۲]...[λ

−۱
n−۱ ∗ vε|[tn−۱,tn] ∗ λn] = [vε]

ن��ی��س��ت. م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف X ل��ذا ،[v′ε] = [vε] = [w] پ��س

�ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ه �وق� ط� �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ک��ی١ �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� �Xرا �ای �ض� ف� .٩.٢.٣ �ری��ف �ع� ت�

�وپ �وت� �م� ه� α �ا ب� ،U در �ه �وق� ط� �ر ه� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� x از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� ،α ∈ π(X, x)

ب��اش��د. İ ب��ه ن��س��ب��ت
1Homotopically Hausdorff
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�دورف �اس� ه� �ورت ص� �ن ای� در �د، �اش� ب� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �ر اگ� .١٠.٢.٣ �زاره گ�

اس��ت. ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی

داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �م �ی� �ن� ک� ف��رض ب��ره��ان.

�ر �ی� غ� �ه �وق� ط� �ک ی� α و x ∈ X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� ،X

و w ب��ن��اب��رای��ن اس��ت ب��دی��ه��ی غ��ی��ر α چ��ون v = α و w = Cx م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��اش��د. x ن��ق��ط��ه در ب��دی��ه��ی

�ت اس� �ری �ی� �س� م� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �دورف �اس� ه� X �ون چ� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �ای� �ه� �ت� ان� �اط �ق� ن� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �وپ �وت� �م� vه�

�د �ن� �ان� م� �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� از �ه �ال� �ب� دن� �ک ی� و ۰ = t۰ < t۱ < t۲ < ... < tn = ۱ �د �ن� �ان� م� �راز اف� �ک ی�

اگ��ر و {x} ∈ w([ti−۱, ti]) ⊆ Ui ،۱ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود U۱, U۲, ..., Un

،۱ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� γ([ti−۱, ti]) ⊆ Ui �رط ش� در �ه ک� �د �اش� ب� �ر �گ� دی� �ر �ی� �س� م� �ک ی� γ : [۰,۱] → X

ف��رض .[γ] ̸= [v] ص��ورت ای��ن در ،۰ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� w(ti) = γ(ti) = x �ز �ی� ن� و �د �ن� �ی�ک� م� �دق ص�

ب��اش��د. زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا م��س��ی��ر ی��ک γ و ب��اش��د x ن��ق��ط��ه ح��ول U۱ در دل��خ��واه ط��وق��ه ی��ک β : I → U۱ ک��ن��ی��م

γ(t) =


β ◦ λ(t) ۰ = t۰ ≤ t ≤ t۱

x t ∈ I \ [۰, t۱]
.

�ر ه� �رای ب� و γ([t۰, t۱]) ⊆ U۱ �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� λ(t) = t۱t �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� λ : I to[۰, t۱] آن در �ه ک�

،γری��ف � �ع� ت� �وه �ح� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� و [γ] ̸= [v] �ذا ل� ،γ(ti) = x و γ([ti−۱, ti]) = x ∈ Ui �م ری� دا i ≥ ۲

.[β] ̸= [α] ب��ن��اب��رای��ن و [γ] = [β]



۴ ف��ص��ل

ب��ه م��ف��ه��وم و اس��پ��ن��ی��ر زی��رگ��روه�ه��ای ارت��ب��اط

ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور

م��ق��دم��ه ١.۴

ت��ول��ی��د ک��وچ��ک ط��وق��ه�ه��ای زی��رگ��روه ک��وچ��ک، ط��وق��ه�ه��ای چ��ون م��ف��اه��ی��م��ی روی ب��ر م��رور ب��ا ف��ص��ل ای��ن در

ط��وق��ه�ه��ای ب��ا ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ب��ودن ن��زدی��ک م��ف��ه��وم م��ق��ای��س��ه�ی ب��ه پ��وش��ش�ه��ا و اس��پ��ن��ی��ر زی��رگ��روه�ه��ای ش��ده،

م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان ه��م�چ��ن��ی��ن م��ی�پ��ردازی��م. پ��وش��ش�ه��ا و اس��پ��ن��ی��ر گ��روه�ه��ای زی��ر ب��ا آن ارت��ب��اط و ک��وچ��ک

�ای �ه�ه� �وق� ط� �وم �ه� �ف� م� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �ه، �ت� �س� ب� �ای �ره� �ی� �س� م� در �ودن ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �وم �ه� �ف� م� �ه ک�

اس��ت. ش��ده اس��ت��ف��اده [٢] و [٨] ،[٩] م��ن��اب��ع از ب��ی��ش��ت��ر ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب ب��ی��ان در اس��ت. ک��وچ��ک

۴۴
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اس��پ��ن��ی��ر زی��رگ��روه�ه��ای ٢.۴

�ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �د �ن� �ام� ن� �ک �وچ� ک� �ه �وق� ط� �ک ی� را α : I −→ X �ه �وق� ط� (١) .([٩] ) ١.٢.۴ �ف �ری� �ع� ت�

�ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م� x ی �ه �ای� پ� �ا ب� αU : I −→ U �ه �وق� ط� ،x ای �ه �ای� پ� �ه �ط� �ق� ن� از U �از ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه�

.[α] = [αU ]

�ای �ض� ف� �ک ی� را X �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� �ب� ن� �اده س� �د �ن� �ب� �م� ه� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� (٢)

ب��اش��د. ک��وچ��ک x ی پ��ای��ه ب��ا X در ط��وق��ه ه��ر ،x ∈ X ه��ر ب��رای گ��اه ه��ر گ��وی��ن��د ک��وچ��ک ای ط��وق��ه

ی��ک �ل �ی� �ک� �ش� ت� �وچ��ک ک� �ای ه� �ه �وق� ط� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �ای ه� رده ی �ه �م� ه� ی �ه �وع� �م� �ج� م� .([٩] ) ٢.٢.۴ �زاره گ�

ن��م��ای��ش πs
۱(X, x) ب��ا و �ی��ده ن��ام� ک��وچ��ک ه��ای ط��وق��ه گ��روه را آن ک��ه ده��د م��ی �ی��ادی �ن� ب� گ��روه از زی��رگ��روه

ده��ن��د. م��ی

�ر زی� �ود ش� �ی م� داده �ای��ش �م� ن� πsg
۱ (X, x) �ا ب� �ه ک� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �ک �وچ� ک� �روه �رگ� زی� .([٧] ) ٣.٢.۴ �ری��ف �ع� ت�

�ه �وق� ط� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �ای ه� رده ی �ه �م� ه� �ط �وس� ت� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� �ه ک� �ت اس� π۱(X, x) �ادی��ن �ی� �ن� ب� �روه گ� از �ی �روه� گ�

ش��ک��ل ب��ه ه��ای��ی

n∏
j=۱

αj ∗ βj ∗ α−۱
j ,

اس��ت. x آغ��از ب��ا م��س��ی��ری αj و αj(۱) ای پ��ای��ه ب��ا ک��وچ��ک ط��وق��ه ی��ک βj آن در ک��ه اس��ت

�روه گ� از �ی �روه� �رگ� زی� X �ای �ض� ف� از U �از ب� �ش �وش� پ� �ر ه� �ه ب� [۶] �ود خ� �ور �ه� �ش� م� �اب �ت� ک� در �ر �ی� �ن� �پ� اس�

X پ��وش��ش��ی ف��ض��اه��ای وج��ود ش��رای��ط ب��ررس��ی و ب��ن��دی رده ب��رای آن از و داد ن��س��ب��ت π۱(X, x) ب��ن��ی��ادی

از �ک��ل �ش� �ت� م� �روه �رگ� زی� �د، ده� م��ی �ای��ش �م� ن� π(U , x) �اد �م� ن� �ا ب� را آن �ر �ی� �ن� �پ� اس� �ه ک� �روه گ� �ن ای� �ود. �م� ن� �اده �ف� �ت� اس�

ش��ک��ل ب��ه ه��ای��ی ط��وق��ه ه��م��وت��وپ��ی ه��ای رده ی ه��م��ه

n∏
j=۱

αj ∗ βj ∗ α−۱
j
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U ∈ U و �د �ن� �اش� ب� �ی م� αj(۱) ی �ه �ای� پ� �ا ب� �ی �ای� ه� �ه �وق� ط� βj و x �از آغ� �ا ب� �ی �ای� �ره� �ی� �س� م� �ا αjه� �ه ک� �ت اس�

.Imβj ⊆ U ک��ه دارد وج��ود

ب��ا �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ر �ی� �ن� �پ� اس� گ��روه �ام ن� �ه ب� �ر، �ی� �ن� �پ� اس� ت��وس��ط آن ری��ف � �ع� ت� از �ع��د ب� π(U , x) گ��روه .۴.٢.۴ م��لاح��ظ��ه

ش��د. م��ع��روف U پ��وش��ش

�راک �ت� اش� �ورت ص� ای��ن در �د. �اش� ب� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� ف��رض ([١] ) .۵.٢.۴ �ری��ف �ع� ت�

ف��ض��ای ب��ا م��ت��ن��اظ��ر اس��پ��ن��ی��ر زی��رگ��روه را X در ب��از ه��ای پ��وش��ش ب��ا م��ت��ن��اظ��ر اس��پ��ن��ی��ر ه��ای زی��رگ��روه ی ه��م��ه

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ده��ن��د. م��ی ن��ش��ان πsp
۱ (X, x) ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ن��د م��ی X

πsp
۱ (X, x) =

∩
open covers U

π(U , x),

π(U , x) ،U پ��وش��ش ب��ا م��ت��ن��اظ��ر اس��پ��ن��ی��ر گ��روه ،U م��ان��ن��د X ف��ض��ای از ب��از پ��وش��ش ه��ر ب��رای چ��ون

�ی �روه� �رگ� زی� πsp
۱ (X, x) ،X �ای �ض� ف� �ر �ی� �ن� �پ� اس� �روه �رگ� زی� �س پ� �ت، اس� π۱(X, x) از �ال �رم� ن� �ی �روه� �رگ� زی�

اس��ت. π۱(X, x) از ن��رم��ال

ش��ود. م��ی ب��ی��ان ک��وچ��ک ط��وق��ه م��ف��ه��وم و ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ب��ودن ن��زدی��ک م��ف��ه��وم ب��ی��ن ارت��ب��اط زی��ر ل��م در

اس��ت، ک��وچ��ک ،x در α ب��دی��ه��ی �ی��ر غ� ط��وق��ه ب��اش��د، ری��ک �ت�� م� ف��ض��ای ی��ک ،X �ی��م �ن� ک� ف��رض .۶.٢.۴ ل��م

ب��اش��د. İ ب��ه ن��س��ب��ت Cx ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه α اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر

ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه α داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان ب��اش��د، ب��دی��ه��ی غ��ی��ر و ک��وچ��ک α ط��وق��ه ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

�وت��وپ �م� ه� Cx �ا ب� �ذا ل� اس��ت �ه��ی �دی� ب� �ر �ی� غ� و ک��وچ��ک α �ه �وق� ط� چ��ون اس��ت. İ �ه ب� �ب��ت �س� ن� Cx �ه ب� �زدی��ک ن�

�ر �ظ� ن� در را X در x �ه �ط� �ق� ن� از Nε(x) �از ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �د �اش� ب� �ده ش� داده ε > ۰ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. �س� �ی� ن�

�ورت ص� �ه ب� α از �ک �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ش �ای� �م� ن� �ک ی� �ذا ل� �ت اس� x در �ک �وچ� ک� �ه �وق� ط� �ک ی� α �ون چ� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م�

�ت �اش� �گ� ن� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� αε ≃ α(rel İ) �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت داش� �م �ی� �واه� خ� αε : I → Nε(x)

و Hε(t,۱) = αε(t) و Hε(t, ۰) = α(t) ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود Hε : I × I → X �وپ��ی �وت� �م� ه�
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ری��م دا ل��ذا و Hε(۰, s) = Hε(۱, s) = ۱

d(Hε(t,۱), Cx(t)) = d(αε(t), x) < ε

�د، �اش� ب� İ �ه ب� �ت �ب� �س� ن� Cx �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� α �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر، �گ� دی� �رف ط� �ات �ب� اث� �رای ب�

�ه ک� �د �اش� ب� �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� U �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ک �وچ� ک� �ه �وق� ط� �ک ی� α داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن�

Cx ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه α چ��ون .Nε(x) ⊆ U ک��ه اس��ت م��وج��ود ε > ۰ ب��ن��اب��رای��ن ،x ∈ U

.d(αε(t), Cx(t)) < ε و [α] = [αε] ک��ه ه��س��ت αε : I → X م��س��ی��ر اس��ت. İ ب��ه ن��س��ب��ت

. αε(t) ∈ Nε(x) ⊆ U ل��ذا

ب��ودن، ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه ری��ف ت��ع�� ک��ه م��ی�پ��ردازد م��ط��ل��ب ای��ن ب��ی��ان ب��ه واق��ع در ف��وق گ��زاره

اس��ت. ک��وچ��ک ط��وق��ه�ه��ای ری��ف ت��ع�� از ت��ع��م��ی��م��ی

ب��اش��د م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د و م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د ف��ض��ای ی��ک (X, x) ک��ن��ی��م ف��رض .٧.٢.۴ گ��زاره

πsg
۱ (X, x) ⊆ πsp

۱ (X, x) .١

ری��ک � �ت� م� �ای ف��ض� در İ �ه ب� �ب��ت �س� ن� g �ه ب� �زدی��ک ن� �ک��ی �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f ∈ P (X, x) �ر �ی� �س� م� �ر اگ� .٢

.[f ∗ g−۱] ∈ πsp
۱ (X, x) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، X

[α ∗ β ∗ α−۱] ∈ πsg
۱ (X, x) دل��خ��واه م��ول��د و ب��اش��د X ب��رای پ��وش��ش��ی U ک��ن��ی��م ف��رض .١ ب��ره��ان.

�م ری� دا �ه �وج� ت� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در β ∈ πs
۱(X, x۱) و α(۱) = x۱ ،α(۰) = x �ط �رای� ش� �ا ب� را

�ت، اس� �ک �وچ� ک� �ه �وق� ط� �ک ی� ،β : I −→ X �ه �وق� ط� �ک، �وچ� ک� �ه �وق� ط� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ک�

x۱ ی �ای��ه پ� �ا ب� βU : I −→ U ط��وق��ه ،x۱ ای �ای��ه پ� �ه �ق��ط� ن� از U ب��از �ای��گ��ی �م��س� ه� ه��ر ب��رای �اه �رگ� ه�

U �ش �وش� پ� �و �ض� ع� در �وپ �وت� �م� ه� �ش �ای� �م� ن� �ک ی� β �ه �وق� ط� �س پ� .[β] = [βU ] �ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م�

�م �ی� �واه� خ� π(U , x) �ار �ت� �اخ� س� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ذا ل� دارد. β′ �د �ن� �ان� م� �ت، اس� ،α(۱) = x۱ �ل �ام� ش� �ه ک�
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از ی��ک��ی در ط��وق��ه ی��ک β′ ری��م دا ت��وج��ه و [α ∗ β ∗ α−۱] = [α ∗ β′ ∗ α−۱] ∈ π(U , x) داش��ت

اس��ت. U پ��وش��ش اع��ض��ای

داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان ب��اش��د، X ب��رای پ��وش��ش��ی U ک��ن��ی��م ف��رض .٢

ف��ض��ای ب��رای {g−۱(U)|U ∈ U} پ��وش��ش ل��ب��گ ع��دد ε′ ک��ن��ی��م ف��رض .[f ∗ g−۱] ∈ πsp
۱ (X, x)

،۱ ≤ j ≤ N �ر ه� �رای ب� �م �ی� �ن� ک� �رض ف� و ۱
N

< ε′ �ه ک� �ت �س� ه� N ∈ N اولا �د. �اش� ب� I �رده �ش� ف�

�ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� X �ون چ� .g( j
N
) ⊆ Uj ∩ (Uj+۱) �م �ی� �ی�دان� م� .[j − ۱

N
,
j

N
] ⊆ g−۱(Uj)

و �ت اس� �ری �ی� �س� م� �د �ن� �ب� �م� ه� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� Gj �از ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ذا ل� �ت اس� �ی �ع� �وض� م�

ط��وری �ه ب� اس��ت �ود م��وج� εj �ذا ل� اس��ت �از ب� Gj چ��ون �رف��ی ط� از .g( j
N
) ⊆ Gj ⊆ Uj ∩ (Uj+۱

�ر �گ� دی� �رف ط� از .ε′′ = min {εj|j = ۱,۲, ..., N} �م �ی� ده� �رار ق� .Nεj(g(
j

N
)) ⊆ Gj �ه ک�

Nεj(g([
j − ۱
N

,
j

N
])) ⊆ Uj �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� εj �ک ی� ،۱ ≤ j ≤ N �ر ه� �رای ب�

،۱ ≤ j ≤ N �ر ه� �رای ب� �س پ� .ε′′′ = min {εj|j = ۱,۲, ..., N} �م �ی� ده� �رار ق� �ر اگ� و

�ه ب� f �ر �ی� �س� م� �ون چ� .ε = min {ε′′′, ε′′} �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ال ح� Nε′′′(g([
j − ۱
N

,
j

N
])) ⊆ Uj

ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود fε : I → X ل��ذا اس��ت، İ ب��ه �ب��ت ن��س� g ب��ه ن��زدی��ک �ی��ک��ی �م��وت��وپ� ه� ط��ور

tj =
j

n
اگ��ر ای��ن ب��ن��اب��ر d(fε(x), g(x)) < ε و [fε] = [f ] ک��ه

اس��ت. Uj در م��ش��م��ول g([tj−۱, tj]) از ε-ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر (آ)

در �ر �ی� �س� م� �ک ی� �ا ب� g(tj) �ه ب� Nε(g(tj)) �ی �ن� �ع� ی� g(tj) از �ی �گ� �ای� �س� �م� ε-ه� در �ه �ط� �ق� ن� �ر ه� (ب)

g(tj) از م��س��ی��ر ی��ک αj : I → Gj ک��ن��ی��م ف��رض ل��ذا م��ی�ش��ود. م��ت��ص��ل Gj ⊆ Uj ∩ Uj+۱

در �ت �اب� ث� �ر �ی� �س� م� α −N و g(۰) در �ت �اب� ث� �ر �ی� �س� م� α۰ و �د �اش� ب� fε(tj) ∈ Nε(g(tj)) �ه ب�

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه Uj nv را Qj ط��وق��ه ح��ال ب��اش��د. g(۱)

αj−۱ ∗ fε|[tj−۱,tj ] ∗ α
−۱
j ∗ (g|[tj−۱,tj ])

−۱.

اس��ت. م��ش��م��ول Uj در و اس��ت g(tj) ن��ق��ط��ه ح��ول ط��وق��ه ای��ن ک��ه



۴٩ ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه م��ف��ه��وم و اس��پ��ن��ی��ر زی��رگ��روه�ه��ای ارت��ب��اط

ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان آن�را چ��ون اس��ت π(U , x) در م��ش��م��ول [fε ∗ g−۱] رده

⊓N
j=۱[g|[۰,tj−۱]) ∗Qj ∗ (g|[۰,tj−۱])

−۱]

ل��ذا و [fε ∗ g−۱] ∈ π(X, x) ب��ن��اب��رای��ن .[g−۱ ∗ fε] ∈ π(X, x) پ��س گ��رف��ت. ن��ظ��ر در

پ��س .[f ][g−۱] ∈ π(X, x) داش��ت خ��واه��ی��م ،[fε] = [f ] ب��ه ت��وج��ه ب��ا و [fε][g
−۱] ∈ π(X, x)

.[f ∗ g−۱] ∈ πsp
۱ (X, x) ل��ذا و [f ∗ g−۱] ∈ π(U , x)

،İ ب��ه ن��س��ب��ت ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه ،f, g ط��وق��ه دو ه��ر آن�گ��اه πsp
۱ (X, x) = {۱} اگ��ر .٨.٢.۴ ن��ت��ی��ج��ه

ن��ی��س��ت��ن��د. ن��زدی��ک

ب��اش��د. İ ب��ه ن��س��ب��ت g ب��ه ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه f و [f ], [g] ∈ π۱(X, x) ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

�ن ای� �ه ک� f ≃ g (rel İ) �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و [f ] = [g] �ذا ل� [fg−۱] ∈ πsp
۱ (X, x) = {۱} �ورت ص� �ن ای� در

�ی��ح �ح� ص� �م �ک� ح� �ذا ل� و اس��ت �اق��ض �ن� ت� در اس��ت، g �ه ب� �زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f ف��رض �ا ب� �ل��ب �ط� م�

اس��ت.

�ی، �اوای� ه� �واره �وش� گ� �د �ن� �ان� م� �ت اس� πsp
۱ (X, x) = {۱} �ه ک� �ی �ای� �اه� �ض� ف� در �وق، ف� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

ن��ی��س��ت��ن��د. ن��زدی��ک ،İ ب��ه ن��س��ب��ت ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه ب��س��ت��ه، م��س��ی��ر دو ه��ی��چ

�واده �ان� خ� �اع �م� �ت� اج� �ورت ص� �ه ب� �ه ک� �ت اس� R۲ از �ی �ای� �ض� �رف� زی� HE �ی �اوای� �ه� �واره �وش� گ� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی�

�ت��ص��ات م��خ� �ب��دأ م� در ه��م��گ��ی ک��ه (۱/i, ◦) م��رک��ز و ۱/i ش��ع��اع ب��ه ،Ci دای��ره�ه��ای از پ��ای��ان ب��ی ش��م��ارای

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� R۲ زی��رف��ض��ای��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا م��م��اس�ان��د، ه��م ب��ر

π۱(X, x) = πsp
۱ (X, x) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م اس��پ��ن��ی��ر١ ف��ض��ای را �X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای .٩.٢.۴ ت��ع��ری��ف

ری��ف ت��ع�� ب��رای م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ت��وان��د م��ی ک��ه اس��ت اس��پ��ن��ی��ر ف��ض��ای ی��ک ،٢.٣ م��ث��ال در X ف��ض��ای

ش��ود. ب��ی��ان ف��وق

1 Spanier Space
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�ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f ،[f ], [g] ∈ π۱(X, x) �ز �ای� �م� �ت� م� �و �ض� ع� دو �ر ه� �رای ب� �ر اگ� .١٠.٢.۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

اس��ت. اس��پ��ن��ی��ر ف��ض��ای ی��ک X ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، İ ب��ه ن��س��ب��ت g ب��ه ن��زدی��ک

.[f ] = [fC−۱
x۰

] ∈ πsp
۱ (X, x) ل��ذا [g] = [Cx۰ ] و ب��اش��د دل��خ��واه [f ] ∈ π۱(X, x) ک��ن��ی��م ف��رض ب��ره��ان.

.π۱(X, x) = πsp
۱ (X, x) ب��رای��ن ب��ن��ا و π۱(X, x) ⊆ πsp

۱ (X, x) پ��س

گ��وی��ی��م ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای دو ب��ی��ن p : X̃ −→ X ن��گ��اش��ت .١١.٢.۴ ت��ع��ری��ف

�ده ش� �ده �ی� �وش� پ� �وار �م� ه� �ور ط� �ه ب� p �ت �اش� �گ� ن� �ط �وس� Xت� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� از U �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی�

ب��اش��د. �ت��ی ری��خ� �م��س��ان� ه� ی��ک p|Vj
: Vj −→ U و م��ج��زا و ب��از �ا �Vjه� ،p−۱(U) =

∪
j∈J

Vj �اه �رگ� ه� اس��ت

ب��اش��د. ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان� ی��ک p ه��رگ��اه گ��وی��ن��د ب��دی��ه��ی را p : X̃ −→ X پ��وش��ش

را p : X̃ −→ X ن��گ��اش��ت ری��م. �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را X̃ و X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��اه��ای .١٢.٢.۴ ت��ع��ری��ف

ب��از �ای��گ��ی �م��س� ه� ،x ∈ X ه��ر ب��رای �اه �رگ� ه� �ن��د �وی� گ� X ب��رای پ��وش��ش��ی ف��ض��ای ی��ک را X̃ و پ��وش��ش ی��ک

ب��اش��د. ش��ده پ��وش��ی��ده ه��م��وار ط��ور ب��ه p ت��وس��ط ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود x از U ⊆ X

ن��ام��ن��د. x ت��ار١ را p−۱({x}) م��ج��م��وع��ه�ی زی��ر

�ی �ش� �وش� پ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� p(t) = e۲πit �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� p : R −→ S۱ �ت �اش� �گ� ن� �ال، �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب�

�اش��ت �گ� ن� ،۰ ̸= n ∈ Z �ر ه� �رای ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �S۱اس��ت. �رای ب� �ی �ش� �وش� پ� �ای �ض� ف� ی��ک (R, p) �ذا ل� اس��ت.

�ن، �رای� �اب� �ن� ب� و �ی �ش� �وش� پ� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� pn(exp(۲πit)) = exp(۲πint) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� pn : S۱ −→ S۱

اس��ت. S۱ ب��رای پ��وش��ش��ی ف��ض��ای ی��ک (S۱, pn)

�د. �اش� ب� �ش �وش� پ� �ک ی� p : X̃ −→ X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ا) �ش�ه� �وش� پ� �رای ب� �ی �وپ� �وت� �م� ه� �ه �ی� �ض� (ق� .١٣.٢.۴ �م ل�

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ن��م��ودار

1Fiber
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I

j

��

f̃ // (X̃, x̃۰)

p

��
I × I F //

F̃
::u

u
u

u
u

(X, x۰),

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ای �ت� �ک� ی� �اش��ت �گ� ن� ی��ک ص��ورت ای��ن در �د. �اش� �ی�ب� م� t ∈ I �رای ب� j(t) = (t, ۰) ف��وق �ودار �م� ن� در

م��ی�ک��ن��د. ج��اب��ج��ا را ف��وق ن��م��ودار ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود F̃ : I × I −→ X̃

f, g : I −→ X و x۰, x۱ ∈ X �د، �اش� ب� �وش��ش پ� ی��ک p : X̃ −→ X �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١۴.٢.۴ �ج��ه �ی� �ت� ن�

.x̃۰ ∈ p−۱(x۰) و f(۱) = g(۱) = x۱ ،f(۰) = g(۰) = x۰ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �X در �ر �ی� �س� م� دو

�اه آن�گ� �د، �ن� �اش� ب� x̃۰ �روع ش� �ه �ط� �ق� ن� �ا ب� g و f �ای �ر�ه� �الاب� ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� f̃ , g̃ و F : f ≃ g (rel İ) �ر اگ�

.f̃(۱) = g̃(۱) ب��ن��اب��رای��ن و F̃ : f̃ ≃ g̃ (rel İ)

α : I −→ X و پ��وش��ش ی��ک p : X̃ −→ X �ی��د �ن� ک� ف��رض �ی��ری) م��س� �ر �الاب� ب� �ی��ت (خ��اص� .١۵.٢.۴ ل��م

دارد وج��ود α̃ : I −→ X̃ �ن��د �ان� م� �ی��ری م��س� y ∈ p−۱({x}) ه��ر ب��رای �اه آن��گ� ب��اش��د. x آغ��از ب��ا �ی��ری م��س�

.α̃(◦) = y و p ◦ α̃ = α ک��ه

گ��وی��ن��د. y آغ��از ب��ا X̃ در α از ب��الاب��ر ی��ک را α̃ م��س��ی��ر

�د �اش� ب� x �از آغ� �ا ب� �ری �ی� �س� م� f : I −→ X و �ش �وش� پ� �ک ی� p : X̃ −→ X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۶.٢.۴ �م ل�

f̃ : I −→ X̃ �د �ن� �ان� م� �ری �ی� �س� م� �ورت ص� �ن ای� در x̃ ∈ p−۱({x}) و [f ] ∈ p∗π۱(X̃, x̃) �ه ک� �وری ط� �ه ب�

.f̃(۰) = x̃ = f̃(۱) و p ◦ f̃ = f ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� [g] ∈ π۱(X̃, x̃) �س پ� [f ] ∈ p∗π۱(X̃, x̃) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

�م ری� دا �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در f̃ �د �ن� �ان� م� ،x̃ �ه �ط� �ق� ن� از �روع ش� �ا ب� fرا �ر �الاب� ب� �ال ح� [f ] = p∗([g]) = [p ◦ g]

ری��م دا ١۴.٢.۴ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا و p ◦ f̃ ≃ p ◦ g(relİ ل��ذا p ◦ f̃ = f ≃ p ◦ g(relİ

اس��ت. ط��وق��ه ی��ک f̃ ل��ذا .f̃(۱) = g(۱) = x̃
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f �ا ی� �ی �ه� �دی� ب� [f ] ∈ π۱(X, x) و �د �اش� ب� �ش �وش� پ� �ک ی� p : X̃ −→ X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٧.٢.۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

اس��ت. ط��وق��ه f̃ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، ه��م��وت��وپ��ی��ک پ��وچ

�ک ی� fر� �الاب� ب� ،١۶.٢.۴ �م ل� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ذا ل� [f ] = eπ۱(X,x) ∈ p∗(π۱(X̃, x̃)) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

اس��ت. ط��وق��ه

ص��ورت ای��ن در x ∈ X و پ��وش��ش ی��ک p : X̃ −→ Xاگ��ر .١٨.٢.۴ ق��ض��ی��ه

πsp
۱ (X, x) ≤ p∗(π۱(X̃, x̃)).

�ور ط� �ه ب� �ای ه� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� آن �ای �ض� اع� و �د �اش� ب� X �رای ب� �ش �وش� پ� �ک ی� U �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ب��ره��ان.

داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �د. �ن� �اش� ب� p : X̃ −→ X �ش �وش� پ� از �ده آم� �ت �دس� ب� �ده، ش� �ده �ی� �وش� پ� �وار �م� ه�

،۱ ≤ i ≤ n ب��رای پ��س .[α] ∈ π(U , x) ک��ن��ی��م ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای .π(U , x) ≤ p∗(π۱(X̃, x̃))

ح��ول βi : I → X ط��وق��ه�ه��ای و xi ∈ Ui ب��ه x از αi ه��ای �ی��ر م��س� و Ui ∈ U ب��از ه��ای م��ج��م��وع��ه زی��ر

ک��ه ط��وری ب��ه ان��د م��وج��ود xi

α ≃ (α۱ ∗ β۱ ∗ α−۱
۱ ) ∗ (α۲ ∗ β۲ ∗ α−۱

۲ ) ∗ ... ∗ (αn ∗ βn ∗ α−۱
n )

α̃i(۱) �روع ش� �ه �ط� �ق� ن� �ا ب� α−۱
i �ر �الاب� ب� α̃−۱

i و �د �اش� ب� x̃ �روع ش� �ه �ط� �ق� ن� �ا ب� αi �ر �الاب� ب� α̃i �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح�

اک��ن��ون اس��ت. x̃i = α̃i(۱) ش��ام��ل Ui ری��خ��ت ه��م��س��ان� ت��ص��وی��ر Vi ک��ه β̃i = (p|Vi
)−۱ ◦ βi ن��ی��ز و ب��اش��د

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع��

α̃ ≃ (α̃۱ ∗ β̃۱ ∗ α̃−۱
۱ ) ∗ (α̃۲ ∗ β̃۲ ∗ α̃−۱

۲ ) ∗ ... ∗ (α̃n ∗ β̃n ∗ α̃−۱
n )

.[α] ∈ p∗(π۱(X̃, x̃)) ب��ن��اب��رای��ن p ◦ α̃ ≃ α و اس��ت X̃ در ای ط��وق��ه ک��ه

�زدی��ک ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� �ه ک� �ر �ی� �س� م� دو �رای ب� ،١۴.٢.۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ک� �م �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن� �ه ادام� در
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اس��ت. ب��رق��رار ه��س��ت��ن��د،

f, g : (I, ۰) → (X.x) و �د �اش� ب� �ش �وش� پ� �ک ی� p : X̃ −→ X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٩.٢.۴ �زاره گ�

X ری��ک � �ت� م� �ای �ض� ف� در İ �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� g �ه ب� f �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ی �ای� �ره� �ی� �س� م�

�ی �ن� �ع� ی� دارد x̃ �ول ح� �ه �وق� ط� �ورت ص� �ه ب� �ری �الاب� ب� fg−۱ �ورت ص� �ن ای� در .x̃ ∈ p−۱(x) �ز �ی� ن� و �ت اس�

.f̃(۱) = g̃(۱)

[fg−۱] ∈ πsp
۱ (X, x) داش��ت خ��واه��ی��م İ ب��ه ن��س��ب��ت ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه g ب��ه f چ��ون ب��ره��ان.

پ��س πsp
۱ (X, x) ≤ p∗(π۱(X̃, x̃)) ری��م دا ،١٨.٢.۴ �ی��ه ق��ض� ب��ه ت��وج��ه �ا ب� ل��ذا x̃ ∈ p−۱(x) �ی��م �ن� ک� ف��رض

ن��ق��ط��ه ه��ر ح��ول ط��وق��ه ص��ورت ب��ه ب��الاب��ری fg−۱ ،١۶.٢.۴ ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا و [fg−۱] ∈ p∗(π۱(X̃, x̃))

دارد. p−۱(x) از

�ه �وق� ط� �ز �ی� ن� ،Cx �ه ب� �ک �زدی� ن� �ه �وق� ط� �ک ی� �ر �الاب� ب� �ر ه� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ل، �ب� ق� �زاره گ� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�

م��ی�ب��اش��د.

ط��وق��ه ی��ک f و ری��ک م��ت�� ف��ض��ای �Xی��ک و پ��وش��ش ی��ک p : X̃ −→ X ک��ن��ی��م ف��رض .٢٠.٢.۴ ن��ت��ی��ج��ه

�ن ای� در .x̃ ∈ p−۱(x) و �د �اش� ب� Cx �ه ب� �ک �زدی� ن� �ی �ک� �ی� �وپ� �وت� �م� ه� �ور ط� �ه ب� f �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� X در

اس��ت. ط��وق��ه ،f از ب��الاب��ر ه��ر ص��ورت
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ان��گ��ل��ی��س��ی ب��ه ف��ارس��ی واژه�ن��ام��ه

ا

same homotopy type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ��ی ن��وع ی��ک از

object . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اش��ی��ا

contracrible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان��ق��ب��اض�پ��ذی��ر

ب

Homotopically closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��زدی��ک ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ط��ور ب��ه

پ

null homotopic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ پ��وچ

۵٧
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ت

covariant functor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��ورد ت��اب��ع��گ��ون

Fiber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ار

quotient topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق��س��م��ت��ی خ��ارج ت��وپ��ول��وژی

خ

quotient map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق��س��م��ت��ی خ��ارج

ر

category . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رس��ت��ه

quotient category . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق��س��م��ت��ی خ��ارج رس��ت��ه

morphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری��خ��ت

ز

subcategory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زی��ررس��ت��ه

full subcategory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ام��ل زی��ررس��ت��ه
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ط

Loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ط��وق��ه

ف

Spanier Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اس��پ��ن��ی��ر ف��ض��ای

ل

gluing lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ��س��ب ل��م

م

component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ول��ف��ه�

path component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ی��ری. م��ول��ف��ه�ه��ای

ه

Homotopically Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف

Homotopically Path Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ی��ری ه��م��وت��وپ��ی��ک��ی ه��اس��دورف

equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م�ارز
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equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م�ارزی

homotopy equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ��ی. ه��م�ارزی

simply connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��اده ه��م��ب��ن��د

Semilocaly Simply Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ی��م�م��وض��ع��ی س��اده ه��م��ب��ن��د

path connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د

locally path connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��وض��ع��ی م��س��ی��ری ه��م��ب��ن��د

congruence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��ن��ه��ش��ت��ی

homotopic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ

homotopy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��م��وت��وپ��ی

N

n-disk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-دی��س��ک

n-sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-ک��ره
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