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 المستخلص

و الذي یعتبر من درسنا في ھذا البحث دینامیكیة نمو المجتمعات المستمرة    

 لمعادلة النمو الوجستیة.و اعطینا تعمیم واضیع الریاضیات الحیویة المھمة م

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مقدمة

نمو المجتمعات البشریة و الكائنات الحیة بشكل عام من اھم مواضیع  إن   

الریاضیات الحیویة فلذلك عنینا في ھذا البحث بدراسة دینامیكیة المجتمعات 

 المستمرة. 

 یتكون ھذا البحث من فصلین.

یتناول الفصل المعادلات التفاضلیة بشكل عام وصور طور المعادلات التفاضلیة    

 وكیفیة رسمھا في المستوي الدیكارتي و استقراریة المعادلات التفاضلیة. 

 

في الفصل الثاني فتناولنا دراسة دینامیكیة المجتمعات المستمرة و اعطینا  أما   

 في بعض الاحیان المعادلة اللوجستیة.تعمیما لمعادلة النمو القیاسیة التي تسمى 
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 الفصل الاول

 المعادلات التفاضلیة بصورة عامة

 الوجود و الوحدانیة 1.1

,𝑋(𝑡لتكن  [Arrowsmith] 1.1.1تعریف  𝑥)  دالة قیمة حقیقیة للمتغیرین الحقیقیین𝑡  و𝑥  ،

𝐷مجالھا  ⊆ ℝ2 الدالة .𝑥(𝑡)  حیث ،𝑡  في فترة𝐼 ⊆ ℝ و التي تحقق ، 

        𝑥̇(𝑡) = 𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡))                                              (1.1) 

 .(1.1)تسمى حل للمعادلة التفاضلیة 

,𝑡)حل ھو  𝑥(𝑡)ان الشرط الضروري لجعل  𝑥(𝑡)) ∈ 𝐷  لكل𝑡 ∈ 𝐼 لذلك ،𝐷  تحدد مجال

𝐽فكذلك یكون قصرھا على اي فترة  (1.1)حل للمعادلة  𝑥(𝑡)اذا كانت  .𝑥(𝑡)ومدى  ⊂ 𝐼.  من

ان الحلول مع ھذه  علیھا. (1.1)تحقق  𝑥(𝑡)على انھا اكبر فترة بحیث ان  𝐼اجل الملائمة سناخذ 

، سنستخدمة وعلیھ، ما لم یذكر غیر ذلك .(maximal solutions)الخاصیة تسمى حلول عظمى 

 وحلولھا، نعطي  (1.1)تامل الامثلة الاتیة على كلمة "حل" لتعني "حل اعظم". 

                                   𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝐷, 𝑥(𝑡), 𝐼   

 ثابتان حقیقیان): ∗𝐶و  𝐶في كل حالة (

(a) 𝑥̇ = 𝑥 − 𝑡,𝐷 = ℝ2, 𝑥(𝑡) = 1 + 𝑡 + 𝐶𝑒𝑡, 𝐼 =  ℝ;  

(b) 𝑥̇ = 𝑥,  𝐷 = ℝ2, 𝑥(𝑡) = (𝐶 − 𝑡)−1, 𝐼 = (−∞,𝐶) 

                             𝑥(𝑡) = 0,                 , 𝐼 =  ℝ  

                             𝑥(𝑡) = (𝐶∗ − 𝑡)−1, 𝐼 = (𝐶∗,∞)         

 . 𝑋ان وجود الحلول یحدد بخواص 

 

∗𝐷دالة مستمرة في مجال مفتوح،  𝑋اذا كانت  1.1.2 قضیة ⊆ 𝐷  فان لاي(𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷∗ یوجد ،

,𝑥(𝑡)حل  𝑡 ∈ 𝐼  للمعادلة التفاضلیة𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥)  بحیث ان𝑡0 ∈ 𝐼  وان𝑥(𝑡0) = 𝑥0. 

 المعادلة التفاضلیة  على سبیل المثال، تامل     

                         𝑥̇ = 2|𝑥|1/2 ,                                                              (1.2)               
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𝐷حیث ان  = ℝ2 اي زوج .(𝑡0, 𝑥0)  حیث𝑥0 ≥ ,𝑡0)یعطى بـ  0 𝑥(𝑡0))  عندما یكون𝑥(𝑡)  ھو

 الحل 

                     𝑥(𝑡) = �
0, 𝑡 ∈ (−∞,𝐶)

(𝐶 − 𝑡)2, 𝑡 ∈ (𝐶,∞)                                            (1.3) 

𝐶وان  = 𝑡0 − �𝑥0 بطریقة مماثلة یمكن ان نجد الحل للازواج .(𝑡0, 𝑥0)   عندما𝑥0 < 0. 

𝑥(𝑡0)لاتتضمن امكانیة كون  1.1.2لاحظ ان القضیة       = 𝑥0  لاكثر من حل واحد𝑥(𝑡).  على

𝑥(𝑡0)تحقق  (1.2)سبیل المثال ھناك عدد غیر منتھ من الحلول للمعادلة التفاضلیة  = 𝑥0 ھي كل ،

𝐶عند  (1.3)حل من الصیغة  > 𝑡0  و الحل𝑥(𝑡) ≡ 0. 

بان یحدث في حل واحد و واحد فقط  ∗𝐷ان القضیة الاتیة تعطي الشرط الكافي لكل زوج في     

 . (1.1)للمعادلة 

 

∗𝐷مستمرتان في مجال مفتوح،  𝑋/𝜕𝑥��و  𝑋اذا كانت  1.1.3قضیة  ⊆ 𝐷 فانھ لاي،(𝑡0, 𝑥0) ∈

𝐷∗ یوجد حل وحید ،𝑥(𝑡)  للمعادلة التفاضلیة𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥)  بحیث ان𝑥(𝑡0) = 𝑥0. 

𝑋لاحظ انھ، على الرغم من ان  = 2|𝑥|1/2  مستمرة على𝐷 = ℝ2  لكن 

                                    𝜕𝑋
𝜕𝑥

= � |𝑥|−1/2, 𝑥 > 0
−|𝑥|−1/2, 𝑥 < 0

     

∗𝐷تكون مستمرة على  = {(𝑡, 𝑥):𝑥 ≠ 𝑥فقط، وھي غیر معرفة عند  {0 = نلاحظ ان  .0

,𝑡0)الزوج  0), 𝑡0 ∈ ℝ  في عدد غیر منتھ من الحلول للمعادلة التفاضلیة𝑥̇ = 2|𝑥|1/2. 

,𝑋(𝑡من جانب اخر،  𝑥) = 𝑥 − 𝑡  و𝜕𝑋/𝜕𝑥 = 𝐷مستمرتان خلال المجال  1 = ℝ2 اي .

,𝑡0)زوج  𝑥0)  یحدث في حل واحد و واحد فقط من حلول𝑥̇ = 𝑥 − 𝑡 ولیكن ، 

                             𝑥(𝑡) = 1 + 𝑡 + 𝐶𝑒𝑡                                                  (1.4) 

𝐶عندما  = (𝑥0 − 𝑡0 − 1)𝑒−𝑡0 
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 التمثیل الھندسي للمعادلة التفاضلیة 3

𝑥̇التي تمثل حل المعادلة التفاضلیة  𝑥(𝑡)ان الدالة  = 𝑋(𝑡, 𝑥)  یمكن ان تمثل ھندسیا بواسطة بیان
𝑥(𝑡)ان ھذا البیان یعرف منحنى الحل في المستوي . 𝑡, 𝑥 − . 

 𝐷تؤدي الى ان منحنى الحل یقع في المنطقة  2.2.4، فان القضیة  𝐷مستمرة في في  𝑋اذا كانت      
,𝑡من المستوي  𝑥 تقع على محنى حل واحد على الاقل. لذلك حلول  𝐷. ھذا یحصل لان كل نقطة في −

 ).1.8-1.1( كما مبین في الاشكال  𝐷المعادلة التفاضلیة، تمثل بواسطة عائلة من منحنیات الحل في 

تؤدي الى وجود منحنى حل   2.2.5فان القضیة  𝐷مستمرتین في  𝑋/𝜕𝑥��و  𝑋اذا كان كلتا الدالتین 
 )1.6-1.1(كما مبین في الاشكال  𝐷وحید یمر خلال كل نقطة من 
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یشبھ احدھما الاخر. كل منحنى حل في واحد من  1.6و  1.2لاحظ ان عائلتي منحنیات الحل في الشكلین 

الاشكال یمتلك متم في الشكل الاخر، ھما متشابھان في الشكل، لھما نفس السلوك، الخ.، لكنھا منحنیات 
 التكافؤ النوعيغیر متطابقة. ان العلاقة بین عائلتي منحنیات الحل تلك ھي مثال على ما نطلق علیھ 

(qualitative equivalence) ) السلوك النوعيسندرس ھذا المفھوم في بنود لاحقة). نقول ان 
(qualitative behavior)  ان دقة 1.6ھو نفسھ لتلك التي في الشكل  1.2لمنحنیات الحل في الشكل .

الرسم البیاني لمنحنیات الحل لیست ضروریة للحصول على سلوكھا النوعي، غالبا یكفي الوصف 
(sketch)یان الحصول على وصف منحنیات الحل من المعادلة التفاضلیة . یمكننا في بعض الاح

 مباشرة.

 صف منحنیات الحل للمعادلة التفاضلیة  2.3.1مثال 

                                        𝑥̇ = 𝑡 + 𝑡/𝑥                                                    (1.11) 

,𝑡من المستوي  𝐷في المنطقة  𝑥 𝑥حیث  − ≠ 0. 

 تامل الملاحظات الاتیة. الحل.

)a(  تعطي المعادلة التفاضلیة میل منحنیات الحل عند كل نقاط المنطقة𝐷 ،وعلیة، بصورة خاصة .
𝑡منحنیات الحل تقطع المنحنى  + 𝑡/𝑥 = 𝑘  ثابت، میلھ ،𝑘  الطیة المحدبة. ان ھذا المنحنى یسمى 

(isocline)  للمیل𝑘تم الحصول علیھا باخذ قیم حقیقیة مختلفة للثابت .ان مجموعة الطیات المحدبة، ی𝑘 ،
 ھي عائلة القطع الزائد 

                                         𝑥 = 𝑡
𝑘−𝑡

,                                                       (2.12) 
𝑥مع المحاذیین  = 𝑡و  1− = 𝑘 1.9. مجموعة مختارة من الطیات المحدبة تم بیانھا في الشكل. 
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)b(  اشارة𝑥̈  تحدد فیما اذا كانت منحنیات الحل في𝐷  مقعرة ام محدبة. اذا كانت𝑥̈ >  𝑥̇، فان  0

𝑥̈. اذا كانت (convex)وان منحنى الحل یسمى محدب  𝑡متزایدة مع  < وان  𝑡متناقصة مع  𝑥̇، فان  0
الى مجموعات جزئیة تكون  𝐷. لذلك یمكن ان تقسم المنطقة (concave)منحنى الحل یسمى مقعر 

𝑥̈علیھا منحنیات الحل اما مقعرة او محدبة مفصولة بتخوم عند  =  نجد ان  (1.5). بالنسبة الى 0
          𝑥̈ = 𝑥−3(𝑥 + 1)(𝑥 − 𝑡)(𝑥 + 𝑡)                                          (1.7) 

𝑃(𝑥̈یمكن ان تنشطر الى مناطق  𝐷والمنطقة  > 𝑁(𝑥̈و   (0 <  . 1.10كما مبین في الشكل  (0

                                 
)c(  تكون المنطویات المحدبة متماثلة الموضع بالنسبة الى𝑡 = و علیھ یجب ان تكون متماثلة  0

,𝑋(𝑡كذلك بالنسبة الى منحنیات الحل. ان الدالة  𝑥) = 𝑡 + 𝑡/𝑥 تحقق ،𝑋(−𝑡, 𝑥) = −𝑋(𝑡, 𝑥)  و
𝑥̇حل للمعادلة التفاضلیة  𝑥(𝑡)علیھ اذا كانت  = 𝑋(𝑡, 𝑥) فكذلك تكون الدالة ،𝑥(−𝑡) .(برھن) 

𝑥̇الملاحظات الثلاث تلك تسمح لنا بانتاج وصف محنیات الحل للمعادلة التفاضلیة  = 𝑡 + 𝑡/𝑥  انظر)
,𝑋(𝑡). لاحظ ان كلتا الدالتین 1.11الشكل  𝑥) = 𝑡 + 𝑡/𝑥  و𝜕𝑋/𝜕𝑥 = −𝑡/𝑥2  مستمرتین على

𝐷 = {(𝑡, 𝑥):𝑥 ≠  .𝐷، لذلك یوجد منحنى حل وحید یمر خلال كل نقطة من {0
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 منحنیات الحلول و صور الطور 1.2.1

 من الصیغة  المعادلة التفاضلیة

        𝑥̇ = 𝑋(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆 ⊆ ℝ,           𝐷 = ℝ × 𝑆                          (2.13) 

 دائما وكذلك الحلول تحكم نفسھا. 𝑥تعتمد على  𝑥̇تسمى مستقلة بذاتھا، لان 

حل للمعادلة  𝜉(𝑡)ان حلول المعادلة المستقلة بذاتھا تمتلك الخاصیة المھمة الاتیة. اذا كانت الدالة  
𝜂(𝑡)فان الدالة  𝜉(𝐼)و مداھا  𝐼مجالھا  (2.13) = 𝜉(𝑡 + 𝐶)  تكون كذلك حل لكل عدد حقیقي ،𝐶 ،

:𝑡}بنفس المدى لكن مجالھا ھو  𝑡 + 𝐶 ∈ 𝐼} یتبع ھذا لان . 

                 𝜂̇(𝑡) = 𝜉̇(𝑡 + 𝐶) = 𝑋�𝜉(𝑡 + 𝐶)� = 𝑋(𝜂(𝑡))                     (2.14) 

𝑥منحنى الحل  یتم الحصول على = 𝜉(𝑡)  بازاحة منحنى الحل𝑥 = 𝜂(𝑡)  بتحریك𝐶  باتجاه𝑡 
′𝐷الموجب .بالاضافة الى ذلك، اذا وجد منحنى حل وحید یمر خلال كل نقطة من نقاط الشریط  =

ℝ × 𝜉(𝐼)  فان جمیع منحنیات الحل على𝐷′  ھي ازاحات منحنى الحل𝑥 = 𝜉(𝑡) لذلك یقسم المجال .
𝐷  الى اشرطة عندما یتم الحصول على كل منحنیات الحل بدفع محنى منفرد بالاتجاه𝑡شكال . (انظر الا

 ). على سبیل المثال،1.12-1.15

                                       𝑥̇ = 𝑥                                                             (2.15) 
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 لھا الحلول 

              𝜉(𝑡) = 𝑒𝑡 ,      𝐼 = ℝ,        𝜉(𝐼) = (0,∞)                           (2.16) 

             𝜉(𝑡) = 0,       𝐼 = ℝ,         𝜉(𝐼) = 0                                     (2.17) 

             𝜉(𝑡) = −𝑒𝑡 ,      𝐼 = ℝ,        𝜉(𝐼) = (−∞, 0)  

′𝐷جمیع منحنیات الحل في الشریط  = {(𝑡, 𝑥):𝑥 ∈ (0,∞), 𝑡 ∈ ℝ}   ھي ازاحات𝑒𝑡بالمثل . ،
′𝐷تلك التي في  = {(𝑡, 𝑥):𝑥 ∈ (−∞, 0), 𝑡 ∈ ℝ}  ھي ازاحات−𝑒𝑡. 

 (qualitative behavior)، السلوك النوعي 𝑡بالنسبة لعوائل منحنیات الحل المرتبطة بازاحات في 
. 𝑋(𝑥)لعائلة الحلول تحدد بـاي عضو خاص. ان السلوك النوعي لمثل ھذه العینة من المنحنیات تحدد بـ 

𝑋(𝑥)عندما  ≠ 𝑋(𝑐) ، فاما ان یتزاید الحل او یتناقص، عندما0 = 𝑥(𝑡)یوجد حل  0 ≡ 𝑐. 

نقطة ما في مستوي الطور. اذا  𝑥0حقلا متجھیا قابل للتفاضل. ولتكن  𝑋لیكن  (المسار). 2.3.2تعریف 
 ھو حل اوسع لمسالة القیمة الابتدائیة  𝑥افترضنا ان 

                                                   𝑥̇ = 𝑋(𝑥),     𝑥(0) = 𝑥0     

𝑡التي تحتوي النقطة  𝐼ومعرف على الفترة  = ھو مجموعة النقاط  𝜃(𝑥0) (Orbit)، فان المسار 0
 اي ان  𝑥التي یقتفي اثرھا الحل 

                                           𝜃(𝑥0) = {𝑥(𝑡): 𝑡 ∈ 𝐼}  

قاط التي یقتفي على انھ مجموعة الن 𝑥0للنقطة  𝜃+(𝑥0) (positive orbit)المسار الموجب ویعرف 
 في الزمن الموجب. اي ان   𝑥اثرھا الحل 

                                      𝜃+(𝑥0) = {𝑥(𝑡): 𝑡 ≥ 0, 𝑡 ∈ 𝐼}    

، والصفة الاساسیة للمسارات 𝑡نلاحظ ھنا ان المسارات لھا اتجاه یتحدد من حركة المسار عند ازدیاد قیم 
 مبینة في المبرھنتین الاتیتین.
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𝑥̇مسارا للمعادلة التفاضلیة  𝜃2و  𝜃1لیكن كل من  2.3.3مبرھنة = 𝑋(𝑥)  حیث𝑋  حقل اتجاھي قابل
𝜃1للتفاضل ، فان  = 𝜃2   او𝜃1 ∩ 𝜃2 = ∅ . 

𝑥̇التي تقع في مستوي الطور للمعادلة التفاضلیة  𝑥0تسمى النقطة  2.3.4تعریف = 𝑋(𝑥)  نقطة اتزان
(Equilibrium point)  او نقطة صامدة(fixed point)  اذا كان مسارھا𝜃(𝑥0)  یتكون من نقطة

 واحدة فقط.

𝑥̇نقطة اتزان للمعادلة التفاضلیة  𝑥0تكون  2.3.5ممھدة  = 𝑋(𝑥)  اذا و فقط اذا كان𝑋(𝑥0) = 0. 

𝑋لتكن  2.3.6نتیجة  = (𝐾,𝐻)  حقلا متجھیا معرف علىℝ2 فان كل خط من خطوط تساوي المیل .
𝑥̇یمر خلال كل نقطة من نقاط اتزان المعادلة التفاضلیة  = 𝑋(𝑥). 

,𝑡بدلا من المستوي  𝑥یمكن ان تمثل ھذه المعلومات على المستقیم  𝑥 اذا كان .𝑋(𝑥) ≠ 0 ، 𝑥 ∈
(𝑎, 𝑏)  یبین المفھوم الذي تتغیر فیھ فان الفترة ترتبط مع سھم𝑥 عندما .𝑋(𝑐) = ،فان الحل 0

𝑥(𝑡) ≡ 𝑐  یمثل بالنقطة𝑥 = 𝑐 نقاط صامدة. تسمى تلك الحلول )fixed points  للمعادلة لان (𝑥 
𝑥̇. التمثیل الھندسي للسلوك النوعي للمعادلة التفاضلیة 𝑡لكل  𝑐تبقى عند  = 𝑋(𝑥)  صورة الطوریسمى 

(phase portrait)  لھا. بعض المثلة حول صور الطور تبینت، بعلاقة مع𝑋(𝑥) 1.16، في الاشكال-
 .15.-1.12. عوائل منحنیات الحلول المناظرة تعطى في الاشكال 1.19

لیست ثابتة فیجب ان تكون متزایدة او متناقصة. وعلیھ لعدد منتھي معطى من النقاط  𝑥اذا كانت 
ت الصامدة یمكن ان یكون عدد منتھ من صور الطور المختلفة فقط. نقصد بـ "مختلفة"، مع تحدیدا

𝑥متزایدة او متناقصة. على سبیل المثال، تامل نقطة صامدة منفردة  𝑥مختلفة این تكون  = 𝑐  الشكل)
𝑥). اذا كان 1.20 < 𝑐 فیجب ان تكون ،𝑋(𝑥)  اما موجبة او سالبة و بالمثل اذا كان𝑥 > 𝑐 اذن .

دلة تفاضلیة مستقلة واحد من صور الطور المبینة یجب ان یحدث. وھذا یعني ان السلوك النوعي لاي معا
 .𝑐لبعض قیم  1.20بذاتھا مع نقطة صامدة واحدة یجب ان تقابل واحد من صور الطور في الشكل 
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 على سبیل المثال جمیع المعادلات 

                        𝑥̇ = 𝑥, 𝑥̇ = 𝑥3, 𝑥̇ = 𝑥 − 𝑎, 𝑥̇ = (𝑥 − 𝑎)3, 𝑥̇ = sinh 𝑥 , 𝑥̇ =
sinh(𝑥 − 𝑎)  

𝑐لـ  (d)1.20تقابل الشكل  = 𝑐او  0 = 𝑎صامدة،  ع، معادلتان مختلفتان، كل منھا یمتلك نقطة . بالطب
لھا نفس السلوك النوعي. نقول لمثل ھاتین المعادلتین  1.20التي تقابل نفس صورة الطور في الشكل 

 .(qualitively equivalent)متكافئتین نوعیا التفاضلیتین 

تتحقق بشكل متساوي اذا كانت النقطة الصامدة عند  1.20الان لاحظ ان المجادلة التي تقود الى الشكل    
𝑥 = 𝑐  واحدة من عدة نقاط في صورة الطور. بمعنى اخر، ان السلوك النوعي للنقطة𝑥  في جوار اي

. نقول ان ھذا السلوك یحدد (d)-(a)1.20نقطة صامدة یجب ان یكون واحد من التي موضحة في الشكل 
و نستخدم المصطلح المعرف في اسفل الشكل   (nature of the fixed point)طبیعة النقطة الصامدة 

 .لوصفھا 1.20

مل بطبیعة ھذه خطوة مھمة لانھا تؤدي الى ان صورة طور اي معادلة مستقلة بذاتھا تحدد بشكل كا
 التعریف الاتي: تبنىنقاطھا الصامدة. سن

𝑥̇یقال لمعادلتین تفاضلیتین من الصیغة  2.3.7تعریف  = 𝑋(𝑥)  متكافئتین نوعیابانھما 
(qualitatively equivalent)  اذا كان لھما نفس عدد النقاط الصامدة، من نفس النوع، ومرتبة بنفس

 الترتیب على طول خط الطور.
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𝑥̇على سبیل المثال ، المعادلة التفاضلیة    = (𝑥 + 2)(𝑥 + مكافئة نوعیا الى المعادلة التفاضلیة  (1
𝑥̇ = 1

2
(𝑥2 − . كلاھما تمتلك نقطتین صامدتین ، احداھما جاذبة و الاخرى نافرة، ویحدث الجذب (1

𝑥̇. ان المعادلة 𝑥عند اصغر قیمة لـ  = (𝑥 + 2)(𝑥 + 𝑥̇لا تكافئ نوعیا المعادلة  (1 = 1
2

(𝑥2 −
𝑥̇لان التجاذب و التنافر یحدث بعكس الترتیب. اذا فكرنا بان المعادلة  (1 = تمتلك نفور عند  1

𝑥 = 𝑥عند و جذب  ∞− = 𝑥̇، فان ∞ = 𝑥̇و  1 = غیر متكافئتین نوعیا لان الاخیرة تمتلك  1−
𝑥جذب عند  = 𝑥و نفور عند  ∞− = ∞. 

  2.3.8مثال 

 رتب المعادلات التفاضلیة الاتیة في مجامیع متكافئة نوعیا:

(1) 𝑥̇ = cosh 𝑥 ;    (2) 𝑥̇ = (𝑥 − 𝑎)2;   (3) 𝑥̇ = sin 𝑥  

(4) 𝑥̇ = cos𝑥 − 1;    (5) 𝑥̇ = cosh𝑥 − 1;  (6) 𝑥̇ = sin 2𝑥 ; 

(7) 𝑥̇ = 𝑒𝑥;  (8) 𝑥̇ = sinh2(𝑥 − 𝑏). 

  الحل:

𝑋(𝑥)لاتمتلكان نقاط صامدة، في كلتا الحالتین  (7)و  (1)المعادلتین  > . كلاھما یمتلك 𝑥لكل  0
 ، ولذلك یكونان متكافئین نوعیا.(a)1.21صورة الطور المبینة في الشكل 

𝑥تمتلك تحویلة عند  (2)المعادلة  = 𝑎  و ان𝑋(𝑥) ≥ تمتلك نقطة صامدة  (5). ان المعادلة 𝑥لكل  0
𝑥وحیدة، وانھا تمتلك نفس نوع التحویلة  عند  = 𝑥تمتلك تحویل عند  (8). المعادلة  0 = 𝑏  مرة ،

𝑋(𝑥)اخرى  ≥ . تلك المعادلتان تشكلان مجموعة متكافئة نوعیا ثانیة بصورة طور مبینة في 𝑥لكل   0
جمیعھا تمتلك عدد غیر منتھ من النقاط الصامدة:  (6)و  (4)، (3). المعادلات المتبقیة (b)1.21الشكل 

𝑥عند  (3) = 𝑛𝜋 ،(4)  عند𝑥 = 2𝑛𝜋  عند  (6)و𝑥 = 𝑛𝜋/2 تمتلك  (4). على ایة حال، معادلة
𝑋(𝑥) ≤ تمتلكان جواذب و نوافر  (6)و  (3)، لذلك كل نقطة صامدة ھي تحول، بینما 𝑥لكل  0

 متكافئتین نوعیا. (6)و  (3)). وعلیة فقط (d)و  (c)1.21بالتبادل ( مبینة في الشكل 

 
یرسم تصور حول حقیقیة كون "التكافؤ النوعي" ھو علاقة تكافؤ على مجموعة كل 2.3.8ان المثال 

المعادلات التفاضلیة الذاتیة. وبالنتیجة یمكننا تقسیم ھذه المجموعة الى صفوف منفصلة طبقا الى تلك 
 المتكافئة نوعیا. 

𝑥̇لیكن كل من  2.3.9مبرھنة  = 𝑋(𝑥)  و𝑦̇ = 𝑌(𝑦)  معادلة تفاضلیة و ان𝑈   و𝑉  مستوي الطور
𝑥̇لكل منھما على الترتیب.تكون المعادلتین التفاضلیتین  = 𝑋(𝑥)  و𝑦̇ = 𝑌(𝑦)   متكافئات تبولوجیا
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اذا وفقط اذا كان ھناك تشاكل تبولوجي بین مستوي طور كل من ھذین الحقلین المتجھین بحیث ان ھذا 
التشاكل التبولوجي یحافظ (عند النقل) على المسارات (باتجاھاتھا). اي بعبارة اخرى اذا وجد تشاكل 

ℎ:𝑈تبولوجي  ⟶ 𝑉  بحیث ان 

                                                     ℎ�𝜃𝑋(𝑥)� = 𝜃𝑌(ℎ(𝑥))                      (2.18)        

𝑥̇المعادلات الخطیة   2.3.9مثال  = 𝑎𝑥  و𝑦̇ = 𝑏𝑦  حیث𝑎, 𝑏 > متكافئتین تبولوجیا. تامل  0
⟶ℎ:ℝالتشاكل التبولوجي  ℝ  المعرف على النحوℎ(𝑥) = 𝑥. 

𝑥̇ان المعادلتین  2.3.10مثال  = −𝑥  و𝑥̇ = 𝑥(𝑎 − 𝑏𝑥)  المعرفة علىℝ+  .متكافئتان تبولوجیا
⟶ℎ:ℝتامل التشاكل التبولوجي  ℝ+   المعرف على النحوℎ(𝑥) = 𝑎

𝑏
𝑒𝑥 . 
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 الفصل الثاني

 نماذج المجتمعات المستمرة لنوع وحید

 (Continuous Population Models for Single Species) 

 

 نماذج النمو المستمرة  1.1

الوحید بشكل خاص مرتبطة بدراسات مختبریة، لكن في العالم الحقیقي، یمكن ان نعكس نتائج -نماذج النوع

 ، فان نسبة التغیر 𝑡مجتمع من الانواع عند زمن  𝑁(𝑡)التلسكوب المؤثرة في دینامیكیة المجتمع. لتكن 

                                  𝑑𝑁
𝑑𝑡

= briths− death + migration,                                           (1.1) 

من  (1.1). ان صیغة الحدود المشھورة على یمین (conservation equation)ھي معادلة الصیانة للمجتمع 

ھذا  𝑁ضروریات نمذجة الحالة قید الاھتمام.النموذج الابسط لایتضمن ھجرة وحدي الولادة و الموت متلائمة مع 

 یعني 

                         𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 𝑏𝑁 − 𝑑𝑁              ⟹     𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒(𝑏−𝑑)𝑡 

𝑁(0)ثابتان موجبان و المجتمع البدائي  𝑏,𝑑حیث ان  = 𝑁0 كان . وعلیھ اذا𝑏 > 𝑑  فان المجتمع ینمو

𝑏تصاعدیا بینما اذا كان  < 𝑑  فانھ ینقرض. وجھة النظر ھذه، التي قدمت من قبل مالثوسMalthus  في عام

، غیر واقعیة جدا. على ایة حال، اذا تاملنا الماضي و تنبانا تخمین النمو من القرن السابع عشر الى القرن 1798

(تقدیرات الامم المتحدة في اواسط  1.1غیر واقعیة، كما نرى في جدول  الواحد وعشرون ربما تكون اقل من

 ینمو المجتمع تصاعدیا. 1900القرن الواحد والعشرین). من عام 
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على الرغم من ھذا النمو، العدید من علماء السكان قلقون بشان فیما اذا سیكون ھناك عدد كاف من الناس في 

من مجتمع العالم یعیشون في بلدان حیث كان معدل الخصوبة عند او  %18 حوالي 1975المستقبل ام لا! في عام 

طفل لكل  2.1تحت مستوى الاكمال ( اقصد ھنا بـ"الاكمال" اذا فقد المجتمع شخص یعوض بشخص اخر) (تقریبا 

 . 2015(الامم المتحدة) في عام  %67ویتوقع ان یكون   %44كان  1997امرأة) بینما في عام 

-1838)عید بالطبع لابد ان یكون ھناك بعض التعدیلات على مثل ھذا النموذج. اقترح فیرھولست في المدى الب

 بان تكون عملیة تعدیل ذاتیة یجب ان تعمل عندما یصبح عدد السكان كبیر جدا. اقترح  (1845

                                                 𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 𝑟𝑁 �1 − 𝑁
𝐾
�                                                  (1.2) 

في المجتمع. في ھذا النوذج معدل  (logistic growth)ثابتان موجبان. وسماھا النمو اللوجستي  𝐾و  𝑟حیث ان 

 ولادات كل فرد ھو

                                                             𝑟 �1 − 𝑁
𝐾
� ، 

البیئة، الذي یحدد عادة من المصادر  (carrying capacity)مدى سعة  𝐾. ان الثابت 𝑁ھذا یعني انھ یعتمد على 

 المستقلة المتوفرة.

، وھما،  (1.2)للمعادلة  (equilibrium state)او حالتان متوازنتان  (steady state)ھناك حالتان ثابتتان    

𝑁 = 𝑁و  0 = 𝐾 ھذا یعني، عندما ،𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 0 .𝑁 = لان التقریب الخطي ( ھذا  (unstable)غیر مستقرة  0

 ) یعطي𝑁یھمل بالمقارنة مع  𝑁2یعني، 

                                                         𝑑𝑁
𝑑𝑡
≈ 𝑟𝑁 ، 

 تنمو تصاعدیا من اي قیمیة ابتدائیة صغیرة.  𝑁وھكذا 

𝑁نقطة الاتزان الاخرى  = 𝐾  مستقرة(stable) التقریب الخطي حولھا ( ھذا یعني :(𝑁 − 𝐾)2  یھمل مقارنة

𝑁|مع  − 𝐾|یعطي ( 

                                                𝑑(𝑁−𝐾)
𝑑𝑡

≈ −𝑟(𝑁 − 𝐾)   

𝑁لذلك  ⟶ 𝐾  عندما𝑡 ⟶ ∞. 
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، ھذا یعني ھي قیاس المعدل الذي تصل الیھ 𝑟یحدد حجم مجتمع الحالة الثابتة المستقرة عندما تكون  𝐾مدى السعة 

 (timescale)یمثل مقیاس الزمن   𝑟/1. وعلیھ 𝑟𝑡الى  𝑡قیاس الدینامیكیة: یمكننا تكوینھا في الزمن بالتحویل من 

 لتجاوب النموذج مع اي تغییر في المجتمع.

𝑁(0)اذا كان      = 𝑁0  یكون  (1.2)فان حل المعادلة 

                                𝑁(𝑡) = 𝑁0𝐾𝑒𝑟𝑡

[𝐾+𝑁0(𝑒𝑟𝑡−1)] ⟶𝐾     as    𝑡 ⟶ ∞                                  (1.3) 

 1.1ویوضح في الشكل 

 

𝑁0، اذا كان (1.2)من  < 𝐾 فان ،𝑁(𝑡)  یتزاید برتابة الى𝐾  بینما اذا كان𝑁0 > 𝐾 فانھ یتناقص برتابة الى ،

𝐾 من الحالة الانفة توجد فروق نوعیة.(qualitative difference)    تعتمد على كون𝑁0 > 𝐾/2  او

𝑁0 < 𝐾/2 ، مع الحالة𝑁0 < 𝐾/2  تمتلك الصیغة صفة نوعیة تشبھ حرفC .ملاحظة عادة 

𝑁0في حالة كون  > 𝐾 تقول ان  (1.1)، ھذا یؤدي الى ان معدل الولادات یكون سالب! بالطبع كل الحقائق في

 . (emigration)ائد النزوح اقل من الوفیات ز(immigration)الولادات زائدا الھجرة 

 بصورة عامة اذا تاملنا مجتمع محكوم بالمعادلة

                                                 𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑁),                                                               (1.4)      

𝑓(𝑁)ھي حلول المعادلة  ∗𝑁فان الحلول المتزنة  𝑁دالة غیر خطیة لـ  𝑓(𝑁)حیث ان  = و تكون مستقرة  0

𝑓′(𝑁∗)خطیا اذا كان  < 𝑓′(𝑁∗)، وغیر مستقرة اذا كان 0 >  ∗𝑁. ھذا واضح من التقریب الخطي حول 0

 بكتابة 
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                                                    𝑛(𝑡) ≈ 𝑁(𝑡)− 𝑁∗,   |𝑛(𝑡)| ≪ 1 

 كالاتي  (1.4)وتصبح 

                          𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑁∗ + 𝑛) ≈ 𝑓(𝑁∗) + 𝑛𝑓′(𝑁∗) + ⋯, 

 وتعطي  𝑛(𝑡)ھي من المرتبة الثانیة في 

                         𝑑𝑁
𝑑𝑡
≈ 𝑛𝑓′(𝑁∗)    ⟹       𝑛(𝑡) ∝ exp[𝑓′(𝑁∗)𝑡].                                  (1.5) 

𝑓′(𝑁∗)تنمو او تضمحل طبقا لـ  𝑛لذلك  > 𝑓′(𝑁∗) او     0 < . ان مقیاس الزمن لتجاوب النموذج     0

 . 𝑒، ھو زمن تغیر الاضطراب الابتدائي بالعامل |𝑓′(𝑁∗)|/1للاضطراب یكون من الرتبة  

𝑓(𝑁)او حالات الثبات وھي حلول المعادلة  ∗𝑁ھناك عدد من المجتمعات المتزنة    = : وھي تعتمد على 0

. 𝑁 -تعطي مباشرة الاتزان كنقاط عندما تقاطع محور 𝑁رب من بالق 𝑓(𝑁). بیانیا ارسم 𝑓(𝑁)نماذج النظام 

عند كل حالة ثبات یحدد استقرارھا الخطي.على ایة حال، ربما تكون مثل حالات الثبات ھذه  𝑓′(𝑁∗)الاندراج 

. 1.3كما موضح في الشكل  𝑓(𝑁)غیر مستقرة الى عدد منتھ من الاضطرابات. افترض، على سبیل المثال، ان 

𝑁عند  𝑓′(𝑁∗)جات الاندرا = 0,𝑁2   تكون موجبة لذلك تكون نقاط الاتزان غیر مستقرة بینما تلك التي عند

𝑁 = 𝑁1,𝑁3  تكون مستقرة لاضطرابات بسیطة. الاسھم تشیر الى الاستقراریة  اوعدم الاستقراریة. اذا شوشنا

𝑁2في المدى  𝑁بحیث ان  𝑁1الان،على سبیل المثال، المجتمع من نقطة اتزانھ  < 𝑁 < 𝑁3  فان𝑁 ⟶ 𝑁3 

0الى قیمة في المدى  𝑁3. اضطراب مماثل من 𝑁1بدلا من ان تعود الى  < 𝑁 < 𝑁2  یؤدي الى ان

𝑁(𝑡) ⟶𝑁1 بشكل نوعي ھناك اضطراب ابتدائي تحتھ تكون حالات الثبات مستقره دائما، وھذه البدایة تعتمد .

على سبیل المثال، بدایة الاضطراب الضروریة ھي  𝑁1لى . بالنسبة ا𝑓(𝑁)على الصیغة اللاخطیة الكاملة للدالة 

𝑁2 − 𝑁1. 
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 : نموذج تفشي حشرة: شجرة صنوبریة 1.2

Insect Outbreak Model: Spruce Budworm 

الذي یمكن  Spruce Budwormموذج العملي الذي یعرض مجتمعین موجبین بحالة ثبات مستقرة خطیا ھو الن

 (.Ludwig et al)تامل لودوج ایتال  ان ، بالكفاءة الشرسة، یجرد ورق البلسم التنوب، ھو مشكلة رئیسیة في كندا.

 بانھ یعطى بالمعادلة  budwormنموذج دینامیكیة مجتمع ال 1978في عام 

                                      𝑑𝑁
𝑑𝑡

= 𝑟𝐵𝑁 �1 − 𝑁
𝐾𝐵
� − 𝑝(𝑁). 

مدى السعة والذي یرتبط بكثافة اوراق النبتة (الغذاء) المتوفرة  𝐾𝐵و  budwormمعدل الولادة الخطي لـ  𝑟𝐵ھنا 

یمثل الافتراس، بصورة عامة الطیور: صیغتھا النوعیة مھمة وموضحة في الشكل  𝑝(𝑁)على الاشجار. ان الحد 

، في الاسفل منھا  𝑁𝑐جد تقریب لقیمة ابتدائیة كبیر بما فیھ الكفایة . یو 𝑁. المفترسات عادة تشبع لعدد 1.4

المفترس صغیر، بینما في اعلى منھا یكون المفترس قریب من قیمة اشباعھا: ان مثل ھذه الصیغة الدالیة تشبھ 

، فان الطیور تبحث عن الطعام و بخلاف ذلك 𝑁تبدو قیمة المفتاح الحرجة بالنسبة الى مجتمع صغیر  𝑁𝑐مفتاح و 

𝑁ینخفض بسرعة، عندھا  𝑝(𝑁)راس حد الافت ⟶ . لتوضیح ذلك ناخذ  𝑁، فان المعدل الخطي المناسب الى 0

𝐵𝑁2/(𝐴2، وھي Ludwing (1978)المقترحة من قبل  𝑝(𝑁)صیغة  + 𝑁2)  حیث𝐴  و𝐵  ،ثابتان موجبان

 تحكم بالمعادلة  𝑁(𝑡)و دینامیكیة 

 

 . 𝑟𝐵   ،𝐾𝐵  ،𝐵ھذه المعادلة فیھا اربعة معلمات ھي 
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