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 اهداء

 

فسيرى اعملوا  قل والمؤمنون   رسوله و عملكم ا 

 العظيم    ا    صدق

 ولاتطيب .. بطاعتك إلى النهار يطيب ولا بشكرك إلا الليل يطيب لا إلهي

 إلا الجنة تطيب ولا .. بعفوك إلا الآخرة تطيب ولا .. بذكرك إلا اللحظات
 برؤيتك

 "جلاله جل الله "

 نور و الرحمة نبي ىإل .. الأمة ونصح .. الأمانة وأدى الرسالة بلغ من إلى
 العالمين

 "سلماله و و عليه الله صلى محمد سيدنا "

 ..  انتظار بدون العطاء علمني من إلى .. والوقار بالهيبة الله كلله من إلى

 إلى 

 ثماراً  لترى عمرك في يمد أن الله من أرجو .. افتخار بكل أسمه أحمل من
 حان قد

 الغد وفي اليوم بها هتديأ ومانج كاتكلم وستبقى انتظار طول بعد قطافها
 ..الأبد وإلى

 العزيز والدي

  .. والتفاني الحنان معنى وإلى الحب معنى إلى .. الحياة في ملاكي إلى



٤ 
 

 الوجود سر و الحياة بسمة إلى

 الحبايب أغلى إلى جراحي بلسم حنانها و نجاحي سر دعائها كان من إلى

 الحبيبة أمي

 إلى والعطاء بالوفاء وتميزوا بالإخاء وتحل من والأخوات،إلى الإخوة إلى
 ينابيع

 الحلوة الحياة دروب في سعدت،وبرفقتهم معهم من إلى الصافي الصدق

 والخير النجاح طريق على معي كانوا من إلى سرت والحزينة

 أضيعهم لا أن وعلموني أجدهم كيف عرفت من إلى

 يأصدقائ

 الى التي طالما تمنيت ان اجتاز هذا الدرب معها

 ...نفسي لى ا
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 لم ،فإن العلماء فأحب تستطع لم ،فإن تعلمان مفك تستطع لم فإن .. عالما "كن

 "فلاتبغضهم تستطع

ها في تعود إلى أعوام قضياالأخيرة في الحياة الجامعية من وقفة  يخطوات أخطو وانأ بد ليلا

ك جهودا كبيرة في بناء الكرام الذين قدموا الكثير باذلين بذلي رحاب الجامعة مع أساتذت

 ... جيل الغد لتبعث الأمة من جديد

قدم أسمى آيات الشكر والامتنان والتقدير والمحبة إلى الذين حملوا أقدس امضي اوقبل أن 

 ... رسالة في الحياة

 ... إلى الذين مهدوا لنا طريق العلم والمعرفة

 .......إلى جميع أساتذتنا الأفاضل

 وقاص غالب عطشاناستاذي وقدوتي الدكتور  :وأخص بالتقدير والشكر

 :قول له بشراك قول رسول االله صلى االله عليه وسلماالذي 

  "إن الحوت في البحر ، والطير في السماء ، ليصلون على معلم الناس الخير"

ي التفاؤل والمضي إلى الأمام، إلى من رعاني كما أنني أتوجه له بخاص الشكر إلى من علمن

 .....الطريق تعندما ضللي  من وقف إلى جانبوحافظ علي، إلى

 

يد المساعدة  العون ومد لي وقدم لي البحث شكر كل من ساعد على إتمام هذااوكذلك 

 ه ..زملائي & زميلاتيبالمعلومات اللازمة لإتمامي وزودن

المساعدات والتسهيلات والأفكار والمعلومات،  وقدموا ليي إلى من زرعوا التفاؤل في درب

 كل الشكر يدون يشعروا بدورهم بذلك فلهم من ربما
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Abstract 
In the present paper , we have studies and 

discussed application  of Rescheweyh 
derivative of class of Meromorphic multivalent 

functions. We obtain some interesting 
properties . Like coefficient bounds . Convex 

linear combination,growth an distortion 
bounds and radii of starlikeness and convexity. 

 

Key words:Meromorphic Multivalent function 
, Ruschewey hderivative  , Distortion bounds , 
Convex linear combination , Radius of 
Starlikeness.                                                                                                                                                                                          
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1-Introduction: 

      Let 𝜙∗denote the class of functions of the form: 

𝑓(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �𝑎𝑘  𝑧𝑘
∞

𝑘=𝑝

, (𝑎𝑘 ≥ 0 = [1,2, … ]).                                      (1) 

Which  are analytic and  meromorphic multivalent in the punctured 
unit disk 

𝑈∗ = {𝑧: 𝑧 ∈ ℂ  ,0 < |𝑧| < 1} = 𝑈/[0] 

The  Hadamard  product (or convolution ) of two function : 

𝑓(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

𝑧𝑘 ,𝑔(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �𝑏𝑘𝑧𝑘  ,
∞

𝑘=𝑝

 

In 𝜙∗ is defined by 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑧) = 𝑓(𝑧) ∗ 𝑔(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �𝑏𝑘𝑎𝑘𝑧𝑘                          (2)
∞

𝑘=𝑝

 

 

Definition (1) [7,8]: The Ruscheweyh derivative of  𝑓 of 

order (𝜆 + 𝑝 − 1) denoted by 𝐷𝜆+𝑝−1 𝑓 , is defined as 

following : 

If 

𝑓(𝑧) = 𝑧−𝑝 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘 ,∞
𝑘=𝑝  then   
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𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧) =
1

𝑧𝑝(1 − 𝑧)𝑝+𝜆
∙ 𝑓(𝑧) 

= 𝑧−𝑝 + �
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)! 𝑎𝑘𝑧

𝑘, 𝜆 > −𝑝 , 𝑧 ∈ 𝑈∗
∞

𝑘=𝑝

 

In particular , when 𝑝 = 1 , we have  

𝐷𝜆𝑓(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �𝑎𝑘𝐷𝑘(𝜆)𝑧𝑘, 𝜆 > −1 , 𝑧 ∈ 𝑈∗
∞

𝑘=1

 

 

Definition (2):Let 𝑓 ∈ 𝜙∗be given by (1). 

The class𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) is defined  

𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) =

�𝑓 ∈ 𝜙∗: �𝜂𝑧
2(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′′+𝜂(𝑝+1)𝑧(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′

𝑧2(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′′+(𝜂−∝)𝑧(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′
� <

𝛽, (0 ≤ 𝛽 < 1, 0 < 𝛼 ≤ 1 ,0 < 𝜂 < 1, 𝜆 > −𝑝,𝑝, 𝑘 ∈

𝑁 = {1,2, … }, 𝑧 ∈ 𝑈∗�                  (3) 

 Cho et al.[4]. Atshan and Buti [3].Altintas et 

al[1].Liu[6]Joshi et al.[5]and Aouf and 

Shammaky[2].Studied meromorphic univalent and 

multivalent functions for another classes.  
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2-Coefficient Bounds 

First in the following theorem . We obtain a necessary 

and sufficient condition for 𝑓 to be in the class 

𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆). 

 

Theorem (1) :Let 𝑓 ∈ 𝜙∗. Then𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) ,if and 

only if 

�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂)

− (1 + 𝛼))𝑎𝑘 ≤ 𝛽𝑝(𝑝 + 𝛼 + (1 − 𝜂)          (4) 

  For (0 ≤ 𝛽 < 1, 0 < 𝑎 ≤ 1 ,0 < 𝜂 < 1, 𝜆 > −𝑝,

𝑝1𝑘 ∈/𝑁 = {1,2, … }, 𝑧 ∈ 𝑈∗ 

 

𝑓(𝑧)  = 𝑧−𝑝 +
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)

𝑧𝑘 ,

𝑘 ≥ 𝑝 

Proof : Assume that the inequality (4) holds true and let 

|𝑧| = 1 we have  
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�𝜂𝑧2 �𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧)�
′′

+ 𝜂(𝑝 + 1)𝑧((𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′�

− 𝛽 �𝑧2 �𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧)�
′′

+ (𝜂−∝)𝑧 �𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧)�
′
� 

= �𝜂𝑝(𝑝 + 1)𝑧−𝑝

+ 𝜂�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)! 𝑎𝑘𝑘

(𝑘 − 1)𝑧𝑘
∞

𝑘=𝑝

− 𝜂𝑝(𝑝 + 1)𝑧−𝑝

+ 𝜂(𝑝 + 1) �
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)! 𝑎𝑘𝑧

𝑘
∞

𝑘=𝑝

�

− 𝛽𝑝 �(𝑝 + 1)𝑧−𝑝�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘𝑘(𝑘

− 1)𝑧𝑘 − 𝜂𝑝𝑧−𝑝

+ 𝜂�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘𝑘𝑧𝑘 + 𝛼𝑝𝑧−𝑝

− 𝛼�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘𝑘𝑧𝑘� 
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= �� 𝜂𝑘(𝑘 + 𝑝)
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘𝑧𝑘�

− 𝛽 �𝑝�(𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂)�𝑧−𝑝

− �𝑘�(1 + 𝛼) − (𝑘 + 𝜂)�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

𝑎𝑘𝑧𝑘
∞

𝑘=𝑝

�

≤ � 𝜂𝑘(𝑘 + 𝑝)
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

𝑎𝑘 − 𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼)
∞

𝑘=𝑝

+ (1 − 𝜂))

−�𝛽𝑘((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼))
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

 

 

= �𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂) − (1
∞

𝑘=𝑝

− 𝛼)
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

𝑎𝑘

− 𝛽𝑝�(𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂)� ≤ 0,  

 

By hypothesis , hence by maximum modulus principle : 
𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆)conversely , suppose that𝑓 ∈
𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆). 
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Hence 

�
𝜂𝑧2(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′′ + 𝜂(𝑝 + 1)𝑧(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′

𝑧2(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′′ + (𝜂 − 𝛼)𝑧(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′
� 

 

= �
∑ 𝜂𝑘(𝑘+𝑝) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!𝑎𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=𝑝

𝑝�(𝑝+𝛼)+(1−𝜂)�𝑧−𝑝+∑ 𝑘((𝑘+𝜂)−(1+𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!𝑎𝑘𝑧

𝑘∞
𝑘=𝑝

� < 𝛽 . 

Since |𝑅𝑒(𝑧)| ≤ |𝑧| for all 𝑧 , we have 

𝑅𝑒 �
∑ 𝜂𝑘(𝑘 + 𝑝) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!
𝑎𝑘𝑧𝑘∞

𝑘=𝑝

𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂)𝑧−𝑝 + ∑ 𝑘((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!

𝑎𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=𝑝

�

< 𝛽 

 

 We can choose the value of 𝑧 on the real axis , so that 
𝑧(𝐷𝜆+𝑝−1𝑓(𝑧))′ is real , let 𝑧 → 1−. Through real values 
, we get the inequality (4) .Sharpness of the result 
following by setting  

𝑓(𝑧) = 𝑧−𝑝 + 𝛽𝑝((𝑝+𝛼)+(1−𝜂))
⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!𝑘(𝜂(𝑘+𝑝)−𝛽((𝑘+𝜂)−(1+𝛼))

𝑧𝑘 , 𝑘 ≥

𝑝               (5) 

The proof is complete. 
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Corollary (1): Let 𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆)then 

𝑎𝑘 ≤
𝛽𝑝 ((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!

  𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼))
 , 

Where  

(0 ≤ 𝛽 < 1,0 < 𝛼 ≤ 1,0 < 𝜂 < 1, 𝜆 > −𝑝 , 𝑝 𝑘 ∈ 𝑁

= {1,2, … }, 𝑧 ∈ 𝑈∗ 

 

Theorem (2):The class𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) is closed under 

convex liner combination. 

 

Proof :-Let the function  

𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘 , (𝑎𝑘,𝑗  ≥ 0 , 𝑗

= 1,2, 𝑝 ∈ 𝑁                                                (6) 

  Be in the class 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) it sufficient  is show that 

the function ℎ(𝑧) defined by 

ℎ(𝑧) = (1−∈)𝑓1(𝑧)+∈ 𝑓2(𝑧) ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆), (0 ≤∈

≤ 1) 
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 is since 

ℎ(𝑧) = 𝑧−𝑝 + �[(1−∈)𝑘,1+∈ 𝑎𝑘,2]𝑧𝑘
∞

𝑘=𝑝

 , (0 ≤∈≤ 1)             (7) 

 

then making use theorem(1),we  see  that 

�
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − (𝛽((𝑘 + 𝜂)

− (1 + 𝛼))[(1−∈)𝑎𝑘,1+∈ 𝑎𝑘 

= (1−∈) �
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑘�𝜂(𝑘 + 𝑝)

− 𝛽�(𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)��𝑎𝑘,1+

∈ �
⌈(𝜆 + 𝑝 + 𝑘 + 1)
⌈(𝜆 + 𝑝)(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=𝑝

𝑘[𝜂(𝑘 + 𝑝)

− 𝛽�(𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�]𝑎𝑘,2 

≤ (1−∈)𝛽𝑝�(𝑝 + 1) − (𝜂 − 𝛼)�+

∈ 𝛽𝑝(𝑝 + 1) − (𝜂 − 𝛼))

= 𝛽𝑝(𝑝 + 1) − (𝜂 − 𝛼)) 

Hence 
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ℎ(𝑧) ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆). 

The proof is complete. 
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3-Distortion theorems 

           In the following theorem , we obtain growth an 

distortion bounds for the function𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆)  

Theorem(3):if  the function 𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) 

 then for 0 < |𝑧| < 1. 

1
|𝑧|𝑝 −

𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧𝑝|

≤ |𝑓(𝑧)| ≤
1

|𝑧|𝑝 

+
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) − (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝     (8) 
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The result is sharp and attained for  

𝑓(𝑧)

=
1
𝑧𝑝

+
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) − (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

𝑧𝑝      (9) 

Proof : Let𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆), then 

|𝑓(𝑧)| = �𝑧−𝑝 + �𝑎𝑘𝑧𝑘
∞

𝑘=𝑝

� ≤ |𝑧|−𝑝 + �𝑎𝑘|𝑧|𝑘
∞

𝑘=𝑝

≤ |𝑧|−𝑝 + |𝑧|𝑝 � 𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

 

By theorem (1) , we have  

�𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

≤
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!
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Thus  

|𝑓(𝑧)| ≤
1

|𝑧|𝑝

+
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝 

Similarly , we have  

|𝑓(𝑧)| ≥
1

|𝑧|𝑝 −�𝑎𝑘|𝑧|𝑘
∞

𝑘=𝑝

≥ |𝑧|−𝑝 − |𝑧|𝑝 � 𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

 

≥
1

|𝑧|𝑝 −
𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝 

Hence result (8) follows . The proof is complete. 
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Theorem (4): If the function 𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) ,then for 

0 < |𝑧| < 1. 

𝑝
|𝑧|𝑝+1 −

𝛽𝑝2((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝−1 

≤ |𝑓′(𝑧)| 

≤
𝑝

|𝑧|𝑝+1 

+
𝛽𝑝2((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝−1 

The result is sharp and attained for the function given by 

(9). 
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Proof :-Let 𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) , then  

|𝑓′(𝑧)| ≤
𝑝

|𝑧|𝑝+1 + �𝑘𝑎𝑘|𝑧|𝑘−1
∞

𝑘=𝑝

≤
𝑝

|𝑧|𝑝+1 + |𝑧|𝑝−1 � 𝑝𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

 

≤
𝑝

|𝑧|𝑝+1 +
𝛽𝑝2((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝−1 

On the other hand  

|𝑓′(𝑧)| ≥
𝑝

|𝑧|𝑝+1 −�𝑘𝑎𝑘|𝑧|𝑘−1
∞

𝑘=𝑝

≥
𝑝

|𝑧|𝑝+1 − |𝑧|𝑝−1 � 𝑝𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑝

 

 

𝑝
|𝑧|𝑝+1 −

𝛽𝑝2((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))

𝑝[2𝑝𝜂 − 𝛽�(𝑝 + 𝜂) − (1 + 𝛼)�] ⌈(𝜆+2𝑝+1)
⌈(𝜆+𝑝)(𝑝+1)!

|𝑧|𝑝−1 

The proof is complete. 
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4-Radii of starlikeness and convexity 

   In the following theorem we obtain radii of starlike 

and convexity. 

 

Theorem (5): Let𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆) , then 𝑓is 

meromorphically multivalent  starlike of order 𝛿, 
(0 ≤ 𝛿 < 𝑝). In the disk |𝑧| < 𝑟1 , where 

𝑟1(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆, 𝛿) =

𝑖𝑛𝑓𝑘 �
(𝑝−𝛿)𝑘(𝜂(𝑘+𝑝)−𝛽((𝑘+𝜂)−(1+𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!
(𝑘+2𝑝−𝛿)𝛽𝑝�(𝑝+𝛼)+(1−𝜂)�

�

1
𝑘+𝑝

  (11) 

 

Proof :-It is sufficient to show that  

�
𝑧𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) + 𝑝� ≤ 𝑝 − 𝛿 , (0 ≤ 𝑝 < 𝛿)                             (12) 

For |𝑧| < 𝑟1(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆, 𝛿) , we have  

�
𝑧𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) + 𝑝� = �

𝑧𝑓′(𝑧) + 𝑝𝑓(𝑧)
𝑓(𝑧) � 

= �
−𝑝𝑧−𝑝 + ∑ 𝑘∞

𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘 + 𝑝𝑧−𝑝 + ∑ 𝑝∞
𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘

𝑧−𝑝 + ∑ 𝑎𝑘∞
𝑘=𝑝 𝑧𝑘 � 
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= �
∑ (𝑘 + 𝑝)𝑎𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=𝑝

𝑧−𝑝 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=𝑝

� ≤
∑ (𝑘 + 𝑝)𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝∞
𝑘=𝑝

1 − ∑ 𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝∞
𝑘=𝑝

 

The last expression above is bounded by  𝑝 − 𝛿  if  

  

�
𝑘 + 2𝑝 − 𝛿
𝑝 − 𝛿 𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝 ≤ 1

∞

𝑘=𝑝

                       (13) 

In view of (12), it follows that (13) is true if 

𝑘 + 2𝑝 − 𝛿
𝑝 − 𝛿

|𝑧|𝑘+𝑝  

≤
𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!

𝛽𝑝((𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜂))  

 

Or 

|𝑧| ≤ �
(𝑝−𝛿)𝑘(𝜂(𝑘+𝑝)−𝛽((𝑘+𝜂)−(1+𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!
(𝑘+2𝑝−𝛿)𝛽𝑝�(𝑝+𝛼)+(1−𝜂)�

�

1
𝑘+𝑝

(14)  

Theorem (5) follows easily from (14). 
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Theorem (6): Let 𝑓 ∈ 𝜀𝑝(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆), then 𝑓is 

meromorphically multivalent  convex of order 𝛿 , 

0 ≤ 𝛿 < 𝑝, in the disk |𝑧| < 𝑟2where 

𝑟2(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆, 𝛿) 

= 𝑖𝑛𝑓𝑘 �
𝑝(𝑝−𝛿)𝑘(𝜂(𝑘+𝑝)−𝛽((𝑘+𝜂)−(1+𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!

𝑘(𝑘+2𝑝−𝛿)𝛽𝑝�(𝑝+𝛼)+(1−𝜂)�
�

1
𝑘+𝑝

(15) 

Proof :-It is sufficient to show that  

�1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) + 𝑝� ≤ 𝑝 − 𝛿 , (0 ≤ 𝑝 < 𝛿)                    (16) 

For |𝑧| < 𝑟2(𝛽,𝛼, 𝜂, 𝜆, 𝛿) , we have  

�1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) + 𝑝� = �

𝑧𝑓′′(𝑧) + (1 + 𝑝)𝑓′(𝑧)
𝑓′(𝑧) � = 

�
𝑝(𝑝+1)𝑧−(𝑝+1)+∑ 𝑘(𝑘−1)∞

𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘−1−𝑝(𝑝+1)𝑧−(𝑝+1)+∑ 𝑘(𝑝+1)∞
𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘−1

−𝑝𝑧−(𝑝+1)+∑ 𝑘∞
𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘−1

�  

= �
∑ 𝑘(𝑘+𝑝)∞
𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘−1

−𝑝𝑧−(𝑝+1)+∑ 𝑘∞
𝑘=𝑝 𝑎𝑘𝑧𝑘−1

� ≤
∑ 𝑘(𝑘+𝑝)𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝∞
𝑘=𝑝

𝑝−∑ 𝑘  𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝∞
𝑘=𝑝

 

The last expression above is bounded by  𝑝 − 𝛿 if  

�
𝑘(𝑘 + 2𝑝 − 𝛿)
𝑝(𝑝 − 𝛿)

∞

𝑘=𝑝

𝑎𝑘|𝑧|𝑘+𝑝 ≤ 1                                 (17) 
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In view (16) , it follows that (17) is true if 

𝑘 + 2𝑝 − 𝛿
𝑝 − 𝛿

|𝑧|𝑘+𝑝  

≤
𝑘(𝜂(𝑘 + 𝑝) − 𝛽((𝑘 + 𝜂) − (1 + 𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!

𝛽𝑝(𝑝 + 𝛼) + (1 − 𝜆))  

Or 

|𝑧| ≤ �
𝑝(𝑝−𝛿)𝑘(𝜂(𝑘+𝑝)−𝛽((𝑘+𝜂)−(1+𝛼)) ⌈(𝜆+𝑝+𝑘+1)

⌈(𝜆+𝑝)(𝑘+1)!
(𝑘+2𝑝−𝛿)𝛽𝑝�(𝑝+𝛼)−(1−𝜂)�

�

1
𝑘+𝑝

   (18) 

Theorem (6) follows easily from (18) . 
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