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 بسم ا الرّحمنِ الرّحيمِ

 ينَّالذو نكُموا منآم ينَّالذ فعَِ اللَّهرأوُتوُا ي

ِبيرخ لوُنما تَعبِم اللَّهو اتجرد ْلمالْع 

 صدقَ اُ العليّ العظيم

 )۱۱سورة المجادلة الآیة (

  



 الاهداء

الهي لا يطيب الليل الا بشكرك ... ولا يطيب النها الا بطاعتك ... ولا تطيب 

ولا تطيب الجنة الا اللحظات الا بذكرك ... ولا تطيب الاخرة الا بعفوك ... 

 برؤيتك

 " ا جل جلاله "

 الى من ادى السالة وادى الامانة ... ونصح الامة ... الى نبي الرحمة ونور العالمين

 " سيدنا محمد صلى ا عليه وآله "

الى من كلله ا بالهيبة والوقار ... الى من علمني العطاء بدون انتظار ... الى من احمل 

ر ... ارجو من ا ان يمد في عمرك لترى ثمار قد حان قطفها بعد اسمه بكل افتخا

 طول انتظار وستبقى كلماتك نجوم اهتدي بها اليوم وفي الغد والى الابد

 " والدي العزيز "

الى ملاكي في الحياة ... الى معنى الحب والى معنى الحنان والتفاني ... والى بسمة 

 وحنانها بلسم جراحي ،ا سر نجاحيالحياة وسر الوجود الى من كان دعائه

 " والدتي الحبيبة "

الى الشموع التي ذابت في كبرياء لتنير كل خطوة في دربنا لتذلل كل عائق امامنا 

 فكانوا رسلا للعلم والاخلاق

 " اساتذتي "
  



 الشكر والتقدير

فان لم  ،فان لم تستطع فاحب العلماء ،فان لم تستطع فكن متعلما ،كن عالما

 فلا تبغضهم تستطع

لا بد لي وانا اخطو خطواتي الاخيرة في الحياة الجامعية من وقفة اعود الى اعوام 

قضيناها في رحاب الجامعة مع اساتذتي الكرام الذين قدموا الكثير باذلين 

 كبيرة في بناء جيل الغد لتبعث الامة من جديد ...بذلك جهوداً 

ان والتقدير والمحبة الى الذين وقبل ان امضي اقدم اسمى ايات الشكر والامتن

حملوا اقدس رسالة في الحياة ... الى الذين مهدوا لنا طريق العلم والمعرفة 

... الى جميع اساتذتي الافاضل واخص بالتقدير والشكر استاذتي الفاضلة 

 م. فراس حسين مجهول

وكذلك اشكر كل من ساعد على اتمام هذا البحث وقد لي العون ومد لي 

 عدة وزودني بالمعلومات الازمة لاتمامه ... زملائي وزميلاتييد المسا

الى من زرعوا التفاؤل في دربي وقدموا لي المساعدات والتسهيلات 

والافكار والمعلومات ربما دون ان يشعروا بدورهم بذلك ... فلهم مني 

 كل الشكر
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 المقدمة

ان اھمیة مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ تكمن في انھا تشكل مصدراً لمبرھنات الوجود والوحدانیة 

في العدید من فرواع التحلیل، وبھذا المعنى فان ھذه المبرھنة توضح الى حد بعید القوة الموحدة 

 التحلیل الدالي والفائدة المترتبة على مبرھنات النقطة الثابتة في التحلیل. لاسالیب

وتعتبر نظریة النقطة الثابتة لبناخ اداة ھامة في الفضاءات المتریة، فانھا تتضمن وجود وحدانیة 

نقطة ثابتة من بعض الخرائط الذاتیة في الفضاءات المتریة، وتوفیر طریقة بناء للحصول على 

 .(Stefan Banach, 1892-1945)ة الثابتة، سمیت ھذه النظریة بعد ستیفان بناخ تلك النقط

 في الفصل الاول درسنا النقطة الثابتة للدالة وبرھننا مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ.

في الفصل الثاني درسنا تطبیق مبرھنة بناخ على المعادلات الخطیة ولاسیما في طرق التكریر 

 ت الجبریة والخطیة.المتعلقة بحل المعادلا

وفي الفصل الثالث اخذنا تطبیق مبرھنة بناخ على المعادلات التفاضلیة الاعتیادیة وبرھنا مبرھنة 

 بیكاردو في وجود ووحدانیة الحل واخیراً تطبیق معادلة بناخ على على المعادلات التكاملیة.

  



 الفصل الاول

 مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ ۱-۱

𝑇:𝑋النقطة الثابتة لتطبیق  → 𝑋  لمجموعة𝑋  في نفسھا ھي النقطة𝑥  من𝑋  تكون صورتاه

 ، أي ان)𝑇وفق "تبقى ثابتة"  𝑥ذاتھا (بمعنى ان  𝑥وفق التطبیق النقطة 

𝑇𝑥 = 𝑥  

 𝑥 تتطابق والعنصر 𝑇𝑥 الامر الذي یعني ان الصورة

وعلى سبیل المثال، فلا یوجد للانسجام نقاط ثابتة، اما دوران المستوى فلھ نقطة ثابتة وحیدة (ھي 

𝑥مركز الدوران)، واما التطبیق  → 𝑥2  للمجموعة𝑅 ) ۱و  ۰في نفسھا فلھ نقطتان ثابتتان ،(

,𝜉𝜉1)واما الاسقاط  𝜉𝜉2) → 𝜉𝜉1  لـ𝑅2  على المحور𝜉𝜉1 ھي  فلھ عدد غیر منتھ من النقاط الثابتة)

 جمیعھا). 𝜉𝜉1نقاط المحور 

ان مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ، والتي سندرجھا بعد قلیل، ھي مبرھنة حول وجود وحدانیة نقاط 

ثابتة لتطبیقات معینة، وھي، فضلاً عن ذلك. تمدنا بالاجراءات اللازمة للحصول على تقریبات 

الاجراء تكریراً ویعرف بانھ الطریقة  . یدعى ھذاافضل للنقطة الثابتة (أي حل المسألة العملیة)

 ً في مجموعة معطاة، ونحسب بالتدریج متتالیة  𝑥0التي تتم بان نختار عنصراً كیفیا

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2,  من علاقة بالشكل …

𝑋𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛  

𝑥1، ونعین على التوالي العناصر 𝑥0اي اننا نختار عنصراً كیفیاً  = 𝑇𝑥0 , 𝑥2 = 𝑇𝑥1, 

ً من فروع الریاضیات التطبیقیة، كما ان ان الاجراءات  التكریریة تستعمل في كل فرع تقریبا

براھین التقارب وتقدیرات الخطأ تتم على الاغلب باستعمال مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ (او 

مبرھنات اعقد في النقطة الثابتة). وتعطي مبرھنة بناخ الشروط الكافیة لوجود (ووحدانیة) نقطة 

 من التطبیقات تسمى تقلیصات، نعرفھا على النحو التالي.ثابتھ لصاف 

  



 تعریف التقلیص ۱-۲

𝑋لیكن  = (𝑋,𝑑)  فضاء متري. یدعى التطبیق𝑇:𝑋 → 𝑋  على ً اذا وجد عدد  𝑋تقلیصا

 فان  𝑋عنصرین من  𝑥,𝑦بحیث انھ اذا كان  ۱واصغر من  αحقیقي موجب 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥,𝑦)                                      (𝛼𝛼 < 1)                                  (1)  

صورتین اقرب احداھما الى الاخرى من قرب النقطتین  𝑥 ,𝑦ویعني ھذا ھندسیاً ان لاي نقطیتن 

𝑥 ,𝑦  من بعضھما، وبعبارة ادق، فان النسبة𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦)/𝑑(𝑥,𝑦)  ًلا یمكن ان تتجاوز عددا

 .۱اصغر من  αابتاً ث

 مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ (مبرھنة التقلیص) ۱-۳

𝑋لیكن  = (𝑋,𝑑)  فضاء متریاً، حیث𝑋 ≠ ً وكان  𝑋. فاذا كان ∅ 𝑇:𝑋تاما → 𝑋  ًتقلیصا

 نقطة ثابتة واحدة بالضبط. 𝑇، فانھ یوجد لـ 𝑋على 

 :البرھان

 𝑋، الامر الذي یعني انھا متقاربة نظراً لكون ونبین بانھا متتالیة كوشي (𝑥𝑛)سننشئ متتالیة 

نقاط ثابتة اخرى. امام 𝑇 وانھ لا یوجد لـ 𝑇نقطة ثابتة لـ  𝑥فضاء تام. وبعدئذ نبرھن بان نھایتھا 

 فكرة البرھان فھي كمال یلي:

 على النحو التالي:  𝑥𝑛، ونعرف المتتالیة التكریریة 𝑋من  𝑥0نختار أي عنصر 

𝑥0,     𝑥1 = 𝑇𝑥0,      𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0, … , 𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0, …                      (2)    

ھي متتالیة  𝑥𝑛. سنبین ان 𝑇وفق الاستعمال المتكرر لـ  𝑥0من الواضح ان ھذه متتالیة صورة 

 ) التالي:۲) و(۱كوشي. لدینا استناداً الى (

𝑑(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚) = 𝑑(𝑇𝑥𝑚,𝑇𝑥𝑚−1)  

≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑚−1)  

= 𝛼𝛼𝑑(𝑇𝑥𝑚−1,𝑇𝑥𝑚−2)  

≤ 𝛼𝛼2𝑑(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚−2)  



… ≤ 𝛼𝛼𝑚𝑑(𝑥1, 𝑥0)                                                                                               (3)  

وبالتالي فاننا نجد استناداً متباینة المثلث والى الدستور الذي یعطي مجموع الحدود الاولى من 

𝑛تسلسلة ھندسیة انھ اذا كان م > 𝑚 .فان 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚) + 𝑑(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2) + ⋯+ 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)  

≤ (𝛼𝛼𝑚 + 𝛼𝛼𝑚+1 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛−1)𝑑(𝑥0, 𝑥1)  

= 𝛼𝛼𝑚 1−𝛼𝑛−𝑚

1−𝛼
𝑑(𝑥0, 𝑥1)  

0وبما ان  < 𝛼𝛼 < 1، فاننا نجد في البسط ان 1 − 𝛼𝛼𝑛−𝑚 <  ، ویكون بالتالي1

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝛼𝑚

1−𝛼
𝑑(𝑥0, 𝑥1)                                 (𝑛 > 𝑚)                              (4)  

0ولما كان  < 𝛼𝛼 < ,𝑑(𝑥0 وكان 1 𝑥1)  عددا ثابتا، فمن الممكن جعل الطرف الایمن من

𝑛كبیرا بقدر كاف (وأحذ  𝑚المتباینة السابقة صغیرا بقدر ما نشاء لدى أخذ  > 𝑚  وبالتالي .(

𝑥𝑚متقاربة، ولیكن مثلا  (𝑥𝑚) تام، فان 𝑋ھي متتالیة كوشي. وبما أن  (𝑥𝑚)فان  → 𝑥 .

 .𝑇ھي نقطة ثابتة للتطبیق  𝑥سنبین الان أن ھذه النھایة 

 ) أن۱یترتب على متباینة المثلث وعلى (

𝑑(𝑥,𝑇𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑚) + 𝑑(𝑥𝑚,𝑇𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑚) + 𝛼𝛼𝑑(𝑥𝑚−1, 𝑥)  

معطى سلفا،  εوبما أنھ یمكن جعل المجموع الوارد في السطر الثاني أصغر من أي عدد موجب 

𝑥𝑚لان  → 𝑥 فأننا نستنتج أن ،𝑑(𝑥,𝑇𝑥) = 𝑥، الامر الذي یترتب علیھ أن 0 = 𝑇𝑥  استنادا

 .𝑇نقطة ثابتة ل  𝑥. لذا فان ۱-۱) من البند ۲الى (م

𝑇𝑥، ذلك انھ یترتب على 𝑇ھي النقطة الثابتة الوحیدة للتطبیق  𝑥ان  = 𝑥  و𝑇𝑥� = 𝑥�  ًاستنادا

 ) أن۱الى (

𝑑(𝑥, 𝑥�) = 𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑥�, ) ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥, 𝑥�)  

,𝑑(𝑥وھذا یقتضي ان یكون  𝑥�) = αنظراً لان  0 < 𝑥. وبالتالي فان 1 = 𝑥�  استناداً الى

 )، وبذا یكتمل اثبات المبرھنة.۲(م



 نتیجة (التكریر، حدا الخطأ) ٤-۱

عنصراً اختیاریاً  𝑥0)، بفرض ۲فان المتتالیة التكریریة ( ۲-۱-۱شروط المبرھنة  اذا روعیت

 . اما تقدیرا الخطأ فھما التقدیر السابق𝑇لـ  𝑥، تتقارب من النقطة الثابتة الوحیدة 𝑋من 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) ≤ 𝛼𝑚

1−𝛼
𝑑(𝑥0, 𝑥1)                                                                                (5)  

 والتقدیر اللاحق

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) ≤ 𝛼
1−𝛼

𝑑(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)                                                                           (6)  

 البرھان:

𝑛)) بجعل ٤) تنتج من (٥ان المتباینة ( → ). اذا اخذنا ٦. لننتقل الان الى استنتاج ((∞

𝑚 =  ) ان٥فاننا نجد انطلاقاً من ( 𝑥1بـ  𝑦1وعن   𝑥0بـ  𝑦0واستعضنا عن  1

𝑑(𝑦1, 𝑥) ≤ 𝛼
1−𝛼

𝑑(𝑦0, 𝑦1)  

𝑦0فاذا وضعنا  = 𝑥𝑚−1 فاننا نجد ،𝑦1 = 𝑇𝑦0 = 𝑥𝑚 )  ٦ونحصل على.( 

) یمكن ان یستعمل في بدایة حساب تقدیر عدد الخطوات الضروریة ٥ان حد الخطأ السابق (

) فیمكن ان یستعمل في المراحل المتوسطة او في نھایة ٦للحصول على دقة معطاة. اما (

 )، وقد تكون افضل.٥الحساب، ودقتھ تساوي على الاقل دقة (

من وجھة نظر الریاضیات التطبیقیة لا یزال غیر مرض تماماً، ذلك انھ كثیمراً ما ان ھذا الوضع 

من  𝑌باكملھ، وانما على مجموعة جزئیة  𝑋تقلیصاً لیس على الفضاء  𝑇یحدث ان یكون التطبیق 

𝑋 بید انھ اذا كانت .𝑌  وبالتالي یوجد للـ مغلقة، فھي تامة𝑇  نقطة ثابتة𝑥  في𝑌 كما ان ،

𝑥𝑚 → 𝑥  كما في السابق، شریطة فرض قید مناسب على اختیار𝑥0  بحیث تبقى الحدود𝑥𝑚  في

𝑌 الصدد نتیجة نموذجیة ومفیدة  من الوجھة العلمیة على النحو التالي:. ونورد في ھذا 

  



 مبرھنة (التقلیص على الكرة) ٥-۱

𝑋تطبیقاً لفضاء متري تام  𝑇لیكن  = (𝑋,𝑑)  في نفسھ، لنفرض ان𝑇  تقلیص على كرة مغلقة

𝑌 = {𝑥|𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟} أي ان ،𝑇 ) ایاً كان ۱یحقق (𝑥 و𝑦  من𝑌لنفترض فضلاً عن ذلك . 

 ان

 𝑑(𝑥0,𝑇𝑥0) < (1 − 𝛼𝛼)𝑟                                                                                 (7) 

 .𝑇في  𝑇لـ ھذه ھي نقطة ثابتة  𝑥. ان 𝑌في  𝑥) من نقطة ۲عند ئذ تتقارب المتتالیة التكریریة (

 :البرھان

𝑚. اذا وضعنا 𝑌والنقطة كذلك تقع في  𝑥𝑚علینا فقط اثبات ان كل الحدود  = الى  𝑛وغیرنا  0

𝑚 )  فاننا نجد ان ۷واستعملنا ،( 

𝑑(𝑥0, 𝑥𝑚) ≤ 1
1−𝛼

𝑑(𝑥0, 𝑥1) < 𝑟  

𝑥. كذلك فان 𝑌واقعة في  𝑥𝑚لذا فان كل الحدود  ∈ 𝑌  ذلك ان𝑥𝑚 → 𝑥  وان𝑌  مغلقة. وھكذا

 . ۲-۱-۱فان صحة المبرھنة تترتب الآن من برھان مبرھنة بناخ 

  



 الفصل الثاني

 تطبیق مبرھنة بناخ على المعادلات الخطیة ۲-۱

ل المعادلات مفي طرق التكریر المتعلقة بحل جلمبرھنة النقطة الثابتة لبناخ تطبیقات ھامة 

 الجبریة الخطیة. وھي تقدم شروطاً كافیة لتقارب حدود الحطأ.

ً مباشرة عدة لحل مثل ھذه الجمل (وھذه ولفھم الموضوع  نعید اولا الى الذاكرة ان ثمة طرقا

طول الكلمة  –الطرق تعطي الحل التام بعد القیام بعدد منتھ من العملیات الحسابیة اذ كانت الدقة 

 س.وكاغیر محدود)، ومن الامثلة المألوفة طریقة الحذف ل –اسبة في الالة الح

بید ان التكریر، او الطریقة غیر المباشرة، قد یكون اكثر فعالیة اذا كانت الجملة من نمط خاص، 

ن عدد كبیر من المعادلات الا ان عدد معاملاتھا غیر تتالف مكأن تكون غیر كثة، أي انھا 

ھتزازات والنكبات وتقریبات الفضل للمعادلات التفاضلیة الجزئیة الصفریة قلیل. (ان مسائل الا

 غالباً ما تقود الى جملة غیر كثة).

= nمن العملیات الحسابیة ( 𝑛3/3وفضلاً عن ذلك فان الطرق المباشرة المعتادة تتطلب قرابة 

قیماً  𝑛عدد المعادلات = عدد المجاھیل)، وقد تصبح اخطاء التدویر كبیرة جداً عندما نأخذ 

التدویر تتلاشى في نھایة المطاف. وفي  كبیرة، في حین انھ في التكریر فان الاخطاء الناشئة عن

 الحقیقة فان طرق التكریر تستعمل غالباً لتحسین الحلول التي نجدھا باستخدام الطرق المباشرة.

 لتطبیق مبرھنة بناح، فاننا نحتاج الى فضاء متري تام وتطبیق تقلیص علیھ.

 من الاعداد الحقیقیة التي نكتبھا بالشكل 𝑛لجمیع المرتبات  𝑋لنأخذ المجموعة 

𝑥 = (𝜉𝜉1, … , 𝜉𝜉𝑛)    𝑦 = (𝜂1, … , 𝜂𝑛)     𝑧 = (𝜁1, … , 𝜁𝑛)  

 معرفاً بالمساواة 𝑑متركا  𝑋وھكذا لنعین على 

𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥|𝜉𝜉1 − 𝜁1|                                                                                  (1)  

𝑋ان  = (𝑋,𝑑)  ۱-٥-۱تام، وھذا الامر یمكن اثباتھ بصورة مماثلة لما فعلناه في المثال. 

𝑇:𝑋التطبیق  𝑋سنعرف على  → 𝑋 بالدستور 

𝑦 = 𝑇𝑥 = 𝐶𝑥 + 𝑏                                                                                             (2)  



𝐶حیث  = (𝑐𝑖𝑘)  مصفوفة حقیقیة مثبتة𝑛 × 𝑛 وحیث ،𝑏  متجھ مثبت في𝑋 ان كل المتجھات ،

ھنا وحیثما وجدت في ھذا البند ھي متجھات عمودیة، بسبب الاصطلاحات المألوفة في ضرب 

 المصفوفات.

 ) بدلالة المركبات، فاننا نجد۲تقلیصا؟ً اذا كتبنا ( 𝑇ھي الشروط الواجب توفرھا كي یكون  ما

𝜂𝑗 = ∑ 𝐶𝑗𝑘𝜉𝜉𝑘 + 𝛽𝛽𝑖                                                                𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛
𝑘=1   

𝑏حیث  = (𝛽𝛽𝑗) فاذا وضعنا .𝑤 = �𝑤𝑗� = 𝑇𝑧) ان ۲) و(۱، فاننا نجد من ( 

𝑑(𝑦,𝑤) = 𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑧) = 𝑚𝑎𝑥𝑗�𝜂𝑗 − 𝜔𝑗�  

= 𝑚𝑎𝑥𝑗�∑ 𝑐𝑗𝑘(𝜉𝜉𝑘 − 𝜁𝑘)𝑛
𝑘=1 �  

≤ 𝑚𝑎𝑥𝑖|𝜉𝜉𝑖 − 𝜁𝑖|𝑚𝑎𝑥𝑗 ∑ �𝑐𝑗𝑘�𝑛
𝑘=1   

= 𝑑(𝑥, 𝑧)𝑚𝑎𝑥𝑗 ∑ �𝑐𝑗𝑘�𝑛
𝑘=1   

𝑑(𝑦,𝑤)نرى انھ یمكن كتابة ھذا بالشكل  ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥, 𝑧) حیث ، 

𝛼𝛼 = 𝑚𝑎𝑥𝑗 ∑ �𝑐𝑗𝑘�𝑛
𝑘=1            (3)  

 وھكذا فانھ یترتب على مبرھنة بناخ ما یلي:

 مبرھنة (المعادلات الخطیة) ۲-۲

 اذا كانت الجملة 

𝑥 = 𝐶𝑥 + 𝑏                               �𝐶 = �𝑐𝑗𝑘�(4)                                     �معطى  

,𝜉𝜉1من المجاھیل  𝑛من المعادلات الخطیة في  𝑛المؤلفة من  … , 𝜉𝜉𝑛  مركبات)𝑥تحقق الشرط ( 

∑ �𝑐𝑗𝑘�𝑛
𝑘=1 < 1                  (𝑗 = 1, … ,𝑛)                                                       (5)  

. یمكن الحصول على ھذا الحل بایجاد نھایة المتتالیة التكراریة xفلھا حل واحد بالضبط 

(𝑥(0), 𝑥(1), 𝑥(2), …  كیفي وحیث 𝑥(0)، حیث (



𝑥(𝑚+1) = 𝐶𝑥(𝑚) + 𝑏                 𝑚 = 0,1, …                                                (6)  

 )۳راجع ( ۱اما حدود الخطأ فھي 

𝑑�𝑥(𝑚), 𝑥� ≤ 𝛼
1−𝛼

𝑑�𝑥(𝑚−1), 𝑥(𝑚)� ≤ 𝛼𝑚

1−𝛼
𝑑�𝑥(0), 𝑥(1)�                        (7)  

) شرط كاف للتقارب، وھو معیار مجموعة الاسطر ذلك انھ یحوي مجامیع سطریة نجدھا ٥ان (

) بمتارك اخرى، فاننا نجد ۱. واذا استعضنا عن (𝐶بجمع القیم المطلقة لعناصر سطر في 

 شروطاً اخرى.

ؤلفة مرتبطة بالطرق المستعملة في التطبیقات العملیة؟ ان الجملة الم ۱-۲-۱كیف تكون المبرھنة 

 من المجاھیل تكتب عادة بالشكل  𝑛من المعادلات والحاویة على  𝑛من 

𝐴𝑥 = 𝑐                                                                                                             (8)  

) حیث ۸ل (والعدید من الطرق التكریریة في ح 𝑛مصفوفة مربعة عدد اسطرھا  𝐴حیث 

det𝐴 ≠ 𝐴تتم بان نكتب  0 = 𝐵 − 𝐺  حیث𝐵 ) ۸مصفوفة غیر شاذة مناسبة. عندئذ تغدو (

 بالشكل.

𝐵𝑥 = 𝐺𝑥 + 𝑐  

 وبالتالي نجد ان

𝑥 = 𝐵−1(𝐺𝑥 + 𝑐)  

 ) حیث٦وھذا یوحي بالتكریر (

𝐶 = 𝐵−1𝐺,                  𝑏 = 𝐵−1𝑐                                                                     (9)  

نوضھ ھذا بطریقتین معیاریتین، ھما طریقة جاكوبي في التكریر ذات الاھمیة النظریة البالغة، 

 سیدل في طریقة التكریر المستعملة بصورة واسعة في الریاضیات التطبیقیة. –وطریقة غوص 

  



 جاكوبيتكریر  ۲-۳

 تعرف طریقة التكریر ھذه كما یلي:

𝜉𝜉(𝑚+1) = 1
𝑎𝑗𝑗
�𝛾𝑗 ∑ 𝑎𝑗𝑘𝜉𝜉𝑘

(𝑚)𝑛
𝑘=1
𝑘≠j

�                        𝑗 = 1, … ,𝑛                       (10)  

𝑐حیث  = (𝛾𝑗) ) ونفترض ان ۸في ،(𝑎𝑗𝑗 ≠ 𝐶  عندما𝑗 = 1, … ,𝑛    ویقترح ھذا التكریر

) یمكن كتابتھا ۱۰. من السھل التحقق بان ( 𝜉𝜉𝑗) بالنسبة الى ۸في (  𝑗ذات الترتیب بحل المعادلة 

 ) حیث ٦بالشكل (

𝐶 = −𝐷−1(𝐴 − 𝐷),      𝑏 = 𝐷−1𝑐                                                            (11)  

𝐷یفرض ان  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎𝑗𝑗)  ھي المصفوفة القطریة التي عناصرھا الصفریة ھي عناصر

 .𝐴القطر الرئیسي لـ 

) ۱۱في ( 𝐶) كافي لتقارب تكریر جاكوبي. وبما ان ۱۱في ( 𝐶) المطبق على ٥ان الشرط (

، وتكون النتیجة ھي معیار 𝐴) مباشرة بدلالة عناصر ٥بسیطة نسبیاً، فانھ یمكن التعبیر عن (

 ر جاكوبي.مجموع الاسطر لتكری

∑ �𝑎𝑗𝑘
𝑎𝑗𝑗
�𝑛

𝑘=1
𝑘≠𝑗

< 1           𝑗 = 1, … ,𝑛                                                                  (12)  

 او

∑ �𝑎𝑗𝑘�𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑗

< �𝑎𝑗𝑗�           𝑗 = 1, … ,𝑛                                                          (12 ∗)  

 𝐴الرئیسي لـ ویمكن القول ان ھذا یبین ان التقارب یكون مضموناً اذا كانت العناصر في القطر 

 كبیرة بقدر كاف.

متوفرة في لحظة معینة،  𝑥(𝑚+1)نلاحظ بانھ في تكریر جاكوبي، فقد تكون بعض المركبات لـ 

ع المركبات لتقریب الا انھا لا تستعمل اثناء تقدم عملیة حساب المركبات الباقیة، أي ان جمی

جدید تقدم في آن واحد في نھایة الدورة التكریریة. ونعبر عن ھذه الحقیقة بقولنا ان تكریر 

 جاكوبي ھو طریقة للتصحیحات الآنیة.



 سیل  –تكریر غوص  ٤-۲

التي تستعمل فیھا كل المركبات المعروفة اخیراً في كل ان ھذه الطریقة للتصحیحات المتتابعة، 

 الطریقة كما یلي: لحظة. وتعرف

𝜉𝜉𝑗
(𝑚+1) = 1

𝑎𝑗𝑗
�𝛾𝑗 ∑ 𝑎𝑗𝑘𝜉𝜉𝑘

(𝑚+1) − ∑ 𝑎𝑗𝑘𝜉𝜉𝑘
(𝑚)𝑛

𝑘=𝑗+1
𝑗−1
𝑘=1 �                              (13)  

 ) بان نكتب۱۳ونحصل على مصفوفة من (

𝐴 = −𝐿 + 𝐷 − 𝑈  

مصفوفتان مثلثتان سفلى وعلیا  𝑈و 𝐿ھو كما عرفناه في تكریر جاكوبي، وحیث ان  𝐷حیث 

امر الترتیب، عناصرھما في القطر الرئیسي اصفار جمیعاً، واشارتا الناقص الواردتان على 

. عندئذ یمكننا كتابة 𝑎𝑗𝑗) ضربت بـ ۱۳اصطلاحي ومتفق علیھ. لنتخیل الآن ان كل معدلة في (

 الجملة الناتجة بالشكل

𝐷𝑥(𝑚+1) = 𝑐 + 𝐿𝑥(𝑚+1) + 𝑈𝑥(𝑚)  

 او 

(𝐷 − 𝐿)𝑥(𝑚+1) = 𝑐 + 𝑈𝑥(𝑚)  

𝐷)واذا ضربنا بـ  − 𝐿)−1) حیث ٦، فاننا نجد ( 

𝐶 = (𝐷 − 𝐿)−1𝑈,                             𝑏 = (𝐷 − 𝐿)−1𝑐           (14)  

 𝐶ولما كانت سیدل.  – ) كاف لتقارب تكریر كاوس۱٤في ( 𝐶) المطبق على ٥ان الشرط (

) صالحة. ونذكر ٥كي تكون ( معقدة، فان المسئلة العملیة الباقیة تتلخص في ایجاد شروط ابسط

 ) كاف.۱۲دون برھان ان (

  



 الفصل الثالث

 تطبیق مبرھنة بناخ على المعادلات التفاضلیة ۳-۱

ترد في سیاق فضاءات الدوال، وعندئذ تمدنا  اھم تطبیقات مبرھنة النقطة الثابتة لبناخ ان

 المبرھنة بمبرھنات في وجود ووحدانیة حلول المعادلات التفاضلیة والمعادلات التكاملیة.

 لناخذ معادلة تفاضلیة عادیة ظاھرة في المرتبة الاولى

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥)                  �′ = 𝑑
𝑑𝑡
�                                                                  (1𝑎)  

 وتتالف مسألة القیمة الابتدائیة لھذه المعادلة من المعادلة نفسھا ومن الشرط الابتدائي

𝑥(𝑡0 = 𝑥0)                                                                                                     (1𝑏)  

 عددان حقیقیان معطیان. 𝑥0 و 𝑡0حیث 

التي على الرغم من كونھا لیست الاقوى ثبات مبرھنة بیكار الشھیرة، لاسنستخدم مبرھنة بناخل 

ً في نظریة المعادلات التفاضلیة  بین المبرھنات المماثلة المعروفة، الا انھا تلعب دوراً حیویا

، 𝑇ادلة تكاملیة تعرف تطبیقات ) الى مع۱وفكرة المعالجة جد بسیطة، اذ اننا سنحول ( العادیة.

 تقلیصاً بحیث تغدو نقطتھ الثابتة ھي الحل لمسألتنا. 𝑇وشروط المبرھنة ستقتضي ان یكون 

 مبرھنة بیكار في الوجود والوحدانیة (المعادلات التفاضلیة العادیة) ۳-۲

 دالة مستمرة على المستطیل 𝑓لتكن 

𝑅 = {(𝑡, 𝑥)|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑎, |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑏}  

 ولنفترض مثلاً ان  𝑅محدودة على  𝑓وبالتالي فان 

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑐             (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅 (2)                                                           ایا كان  

 𝑘، أي انھ یوجد عدد ثابت 𝑥 بالنسبة للمتغیر الثاني 𝑅تحقق شرط لیبشتز على  𝑓نفترض ان 

,𝑡)(ھو ثابت لیبشتز) بحث انھ اذا كان  𝑥)  و(𝑡, 𝜐)  عنصرین من𝑅  فان 

|𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝑓(𝑡, 𝜐)| ≤ 𝑘|𝑥 − 𝜐|                                                                      (3)  



𝑡0]) حل وحید. وھذا الحل موجود على الفترة ۱عندئذ یكون لمسألة القیمة الابتدائیة ( −

𝛽𝛽, 𝑡0 + 𝛽𝛽]حیث ، 

𝛽𝛽 < 𝑚𝑖𝑛 �𝑎, 𝑏
𝑐

, 1
𝑘
�                                                                                         (4)  

𝛽𝛽في البرھان التقلیدي یكون < 𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏/𝑐}  ًوھذا افضل. ویمكن الحصول على ھذا ایضا

 بتعدیل للبرھان الحالي (وذلك باستخدام مترك اعقد).

 البرھان:

𝐽الفضاء المتري المؤلف من كل الدوال الحقیقیة المستمرة على الفترة  𝐶(𝐽)لیكن  =

[𝑡0 − 𝛽𝛽, 𝑡0 + 𝛽𝛽]  وحیث المترك𝑑 معرف بالمساواة 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈𝐽|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|  

التي تحقق  𝐶(𝐽)الفضاء المتري في  𝐶̃. لیكن ٥-۱-۱تام، الامر الذي نعرفھ من  𝐶(𝐽)ان 

 الشرط

|𝑥(𝑡)− 𝑥0| ≤ 𝑐𝛽𝛽                                                                                               (5)  

 .۷-٤-۱تام استناداً الى  𝐶̃وبالتالي فان  𝐶(𝐽)مغلق في  𝐶̃من السھل ان نرى بان 

𝑥 ) یمكن ان یكتب بالشكل۱وباجراء المكاملة ، نرى ان ( = 𝑇𝑥 حیث ،𝑇: 𝐶̃ → 𝐶̃  معرف

 كما یاتي:

𝑇𝑥(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝑥(𝜏𝜏)�𝑑𝜏𝜏                                                                      (6)𝑡
𝑡0

  

𝑐𝛽𝛽، ذلك ان 𝐶̃من  𝑥معرف ایا كان  𝑇وفعلاً فان  < 𝑏 ) وبالتالي فاذا كان ٤استناداً الى ،(

𝑥 ∈ 𝐶̃ فان ،𝜏𝜏 ∈ 𝐽  و(𝜏𝜏, 𝑥(𝜏𝜏)) ∈ 𝑅 ،موجوداً نظراً لكون ٦امل الوارد في (ویكون التك (𝑓 

) وعندئذ ۲) و(٦ھي نفسھا، یمكن استعمال ( 𝐶̃وفق  𝑇. وكي نرى ان الصورة 𝑅مستمرة على 

 نجد ان

|𝑇𝑥(𝑡) − 𝑥0| = �∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝑥(𝜏𝜏)�𝑑𝜏𝜏𝑡
𝑡0

� ≤ 𝑐|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑐𝛽𝛽  

 ) ان۳یترتب على شرط لیبشتز ( 𝐶̃تقلیص على  𝑇سنبین ان 



|𝑇𝑥(𝑡) − 𝑇𝜐(𝑡)| = �∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝑥(𝜏𝜏)� − ∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝜐(𝜏𝜏)�𝑑𝜏𝜏𝑡
𝑡0

𝑡
𝑡0

�  

≤ |𝑡 − 𝑡0|𝑚𝑎𝑥𝜏∈𝐽𝑘|𝑥(𝜏𝜏) − 𝜐(𝜏𝜏)|  

≤ 𝑘𝛽𝛽𝑑(𝑥, 𝜐)  

في الطرف  𝑚𝑎𝑥، فمن الممكن اخذ القیمة الكبرى 𝑡ولما كانت العبارة الاخیرة المستقلة عن 

 الایسر فنجد ان

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝜐) ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥, 𝜐)                                         𝛼𝛼 = 𝑘𝛽𝛽  

𝛼𝛼) ان ٤نرى من ( = 𝑘𝛽𝛽 < حقاً. وھكذا فان المبرھنة  𝐶̃ھو تقلیص على  𝑇، وبالتالي فان 1

تحقق  𝐽على  𝑥، أي دالة مستمرة 𝐶̃في  𝑥نقطة ثابتة وحیدة  𝑇تقتضي بانھ یوجد لـ  ۱-۲-٥

𝑥المساواة  = 𝑇𝑥 وبوضع .𝑥(𝑡)  بدلا من𝑇𝑥(𝑡) ) نجد ان٦في ( 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝑥(𝜏𝜏)�𝑑𝜏𝜏                                                                        (7)𝑡
𝑡0

  

,𝜏𝜏�ولما كان  𝑥(𝜏𝜏)� ∈ 𝑅 حیث ،𝑓 ) لذا فان ۷مستمرة، فمن الممكن اشتقاق .(𝑥  زوجیة ولھا

 )، وبذلك یكتمل البرھان.۷) یجب ان یحقق (۱). وبالعكس، فكل حل لـ (۱مشتق وتحقق (

 ً ,𝑥0)) وھو نھایة المتتالیة ۱لـ ( 𝑥ان الحل  وتقتضي مبرھنة بناخ ایضا 𝑥1, … التي نحصل  (

 علیھا بتكریر بیكار

𝑥𝑛+1(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓�𝜏𝜏, 𝑥𝑛(𝜏𝜏)�𝑑𝜏𝜏                                                                (8)𝑡
𝑡0

  

𝑛حیث  = 0,1, في الحصول ، الا انھ تجدر بنا الاشارة الى ان الفائدة العملیة لھذه الطریقة …

 ) وحدود الخطأ المقابلة ذات فائدة محدودة بسبب المكاملات الواردة.۱على تقریبات لحل (

)، ولكن لیس كافیا للوحدانیة، وشرط ۱كاف لوجود حل للمسألة ( 𝑓یمكن اثبات ان استمرار 

 لیبشتز كاف ولیس لازما.

 

  



 الفصل الرابع

 لیةتطبیق مبرھنة باناخ على المعادلات التكام ۱-٤

سنفید في الختام من مبرھنة النقطة الثابتة لباناخ كمنھل لمبرھنة الوجود والوحدانیة للمعادلات 

 التكاملیة. تسمى المعادلة التكاملیة من النمط 

𝑥(𝑡)− 𝜇𝜇 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏 = 𝜈𝜈(𝑡) 𝑏
𝑎                                                                 (1)  

,𝑎]من النوع الثاني*. ان معادلة فریدھولم 𝑏] ھنا فترة  معطاة، و𝑥  دالة على[𝑎, 𝑏]  وھي

𝐺 للمعادلة ھي دالة معرفة على المربع 𝑘وسیط. ان النواة  μمجھولة. و = [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] ،

,𝑎]ھي دالة معطاة على  𝜈𝜈كما  𝑏]. 

) ۱درس (، فاننا نالفصلوفي ھذا یمكن دراسة المعادلات التكاملیة على فضاءات دوال مختلفة. 

,𝐶[𝑎على  𝑏] أي على فضاء الدوال المستمرة المعرفة على الفترة ،𝐽 = [𝑎, 𝑏]  حیث االمترك

𝑑 یعطى بالدستور 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥𝑡𝜖𝐽|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|                                                                      (2)  

واذا لم تحو  ۱-٤-٥یمكننا من التطبیق التكراري كما تبین المبرھنة  𝑥(𝑡)ان ورد الحد *** 

 معادلة ھذا الحد، فتكون على الشكل

         ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏 = 𝜈𝜈(𝑡)𝑏
𝑎  

ویقال عنھا انھا من النوع الاول. ومن المھم ان نلاحظ لدى تطبیقنا الحالي لمبرھنة باناخ ان 

𝐶[𝑎, 𝑏]  و𝑘  مستمرتان على𝐺 تكون . عندئذ𝑘 دالة محدودة على 𝐺ولیكن مثلا ، 

|𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)| ≤ 𝑐             (𝑡, 𝜏𝜏) ∈ 𝐺 (3)                                                        أیا  كان   

𝑥) بالشكل ۱من الواضح انھ یمكن كتابة ( = 𝑇𝑥 حیث ، 

𝑇𝑥(𝑡) = 𝜈𝜈(𝑡) + 𝜇𝜇 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏.                                                        (4)𝑏
𝑎   



,𝑇:𝐶[𝑎) یحدد مؤثراً ٤مستمرتان، فان الدستور ( 𝑘و 𝜈𝜈ان  𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] سنفرض الان .

 ) ان٤) و(۲تقلیصاً. نستنتج من ( 𝑇بحیث یغدو  𝜇𝜇قیداً على 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈𝐽|𝑇𝑥(𝑡)− 𝑇𝑦(𝑡)|  

= �𝜇𝜇�𝑚𝑎𝑥𝑡∈𝐽 �∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)[𝑥(𝜏𝜏) − 𝑦(𝜏𝜏)]𝑑𝜏𝜏𝑏
𝑎 �  

≤ �𝜇𝜇�𝑚𝑎𝑥𝑡∈𝐽 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)[𝑥(𝜏𝜏) − 𝑦(𝜏𝜏)]𝑑𝜏𝜏𝑏
𝑎   

≤ �𝜇𝜇�𝑐 𝑚𝑎𝑥𝛼∈𝐽|𝑥(𝜎) − 𝑦(𝜎)|∫ 𝑑𝜏𝜏𝑏
𝑎   

= �𝜇𝜇�𝑐𝑑(𝑥, 𝑦)(𝑏 − 𝑎)  

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦)ویمكن كتابة ھذا بالشكل  ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥,𝑦)حیث ، 

𝛼𝛼 = �𝜇𝜇�𝑐(𝑑 − 𝑎)  

𝛼𝛼)یمكن ان یصبح تقلیصاً  𝑇نرى ان  <  اذا كان (1

|𝜇𝜇| < 1
𝑐(𝑏−𝑎)

                                                                                                     (5)  

 تعطینا الان المبرھنة التالیة: ۲-۱-٥لذا فان مبرھنة النقطة الثابتة 

 مبرھنة معادلة فریدھولم التكاملیة ۲-٤

𝐽) مستمرتین على ۱في ( 𝜈𝜈و 𝑘لتكن الدالتان  × 𝐽  و𝐽 = [𝑎, 𝑏]  على الترتیب، ولنفرض ان

𝜇𝜇  حیث ٥(یحقق (𝑐 ) حل وحید ۱). عندئذ یوجد لـ (۳معرفة في (𝑥  على𝐽وحیث ، 

𝑥𝑛−1(𝑡) = 𝜈𝜈(𝑡) + 𝜇𝜇 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥𝑛(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏                                                        (6)𝑏
𝑎    

 

𝑛عندما  = 0,1, …. 

 التكاملیة لننتقل الآن الى معادلة فولتیرا



𝑥(𝑡)− 𝜇𝜇 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏 = 𝜈𝜈(𝑡)                                                         (7)𝑡
𝑎   

، في حین 𝑏) ھو عدد ثابت ۱) یكمن في ان الحد الاعلى للتكامل في (۷) و(۱ان الفرق بین (

نجد مبرھنة الوجود  𝜇𝜇) متغیر. وھذا امر اساسي، فاننا دون فرض أي قید على ۷انھ في (

 والوحدانیة التالیة.

 مبرھنة معادلة فولتیرا التكاملیة ۳-٤

,𝑎]) مستمرة على ۷الواردة في ( 𝜈𝜈لنفرض ان  𝑏] وان النواة ،𝑘  مستمرة على المنطقة المثالیة

𝑅  في المستوى𝑡𝜏𝜏  المحددة بالبیانات𝑎 ≤ 𝜏𝜏 ≤ 𝑡  و𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏) حل ۷. عندئذ یوجد لـ (

,𝑎]على  𝑥وحید  𝑏]  ایا كان𝜇𝜇. 

 البرھان:

𝑥) یمكن ان تكتب الشكل ۷نرى ان المعادلة ( = 𝑇𝑥  حیث𝑇:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏]  معرف

 بالمساواة 

𝑇𝑥(𝑡) = 𝜈𝜈(𝑡) + 𝜇𝜇 ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)𝑥(𝜏𝜏)𝑑𝜏𝜏                                                           (8)𝑡
𝑎   

 ، ولیكن مثلاً 𝑅محدودة على  𝑘مغلقة ومحدودة، فان  𝑅وان  𝑅مستمرة على  𝑘بما ان 

|𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)| ≤ 𝑐                                                       (𝑡, 𝜏𝜏) ∈ 𝑅ایا كان   

,𝐶[𝑎من  𝑦و 𝑥) انھ ایا كان ۲وھكذا فاننا نجد استنادا الى ( 𝑏]  فان 

|𝑇𝑥(𝑡) − 𝑇𝑦(𝑡)| = |𝜇𝜇| �∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)[𝑥(𝜏𝜏) − 𝑦(𝜏𝜏)]𝑑𝜏𝜏𝑡
𝑎 �  

≤ |𝜇𝜇|𝑐𝑑(𝑥,𝑦)∫ 𝑑𝜏𝜏𝑡
𝑎   

= |𝜇𝜇|𝑐(𝑡 − 𝑎)𝑑(𝑥,𝑦)                                                                                      (9)  

 یتبین بالاستقراء الریاضي ان 

|𝑇𝑚𝑥(𝑡) − 𝑇𝑚𝑦(𝑡)| ≤ |𝜇𝜇|𝑚 𝑐𝑚 (𝑡−𝑎)𝑚

𝑚!
𝑑(𝑥, 𝑦)                                      (10)  



𝑚ان ھذه المتباینة في الحالة  = ) صحیحة من اجل ۱۰). فاذا افترضنا ان (۹لیست سوى ( 1

𝑚) ان ۸، فاننا نجد من ( 

|𝑇𝑚+1𝑥(𝑡) − 𝑇𝑚+1𝑦(𝑡)| = |𝜇𝜇| �∫ 𝑘(𝑡, 𝜏𝜏)[𝑇𝑚𝑥(𝜏𝜏)− 𝑇𝑚𝑦(𝜏𝜏)]𝑑𝜏𝜏𝑡
𝑎 �  

≤ |𝜇𝜇|𝑐 ∫ |𝜇𝜇|𝑚𝑐𝑚 (𝜏−𝑎)𝑚

𝑚!
𝑑𝜏𝜏𝑑(𝑥, 𝑦)𝑡

𝑎   

= |𝜇𝜇|𝑚+1𝑐𝑚+1 (𝑡−𝑎)𝑚+1

(𝑚+1)!
𝑑(𝑥,𝑦)  

 بتطبیق طریقة الاستقراء الریاضي. 𝑚) ایا كان ۱۰فاننا نكون قد استنتجنا صحة (لذا 

𝑡وبالافادة من  − 𝑎 ≤ 𝑏 − 𝑎 ) ومن ثم بأخذ القیمة الاكبر ۱۰في الطرف الایمن من ،(

𝑚𝑎𝑥  في الطرف الایسر عندما تمسح𝑡  المجموعة𝐽) ان۱۰، فاننا نستنتج من ( 

𝑑(𝑇𝑚𝑥,𝑇𝑚𝑦) ≤ 𝛼𝛼𝑚𝑑(𝑥,𝑦)  

 حیث 

𝛼𝛼𝑚 = |𝜇𝜇|𝑚𝑐𝑚 (𝑏−𝑎)𝑚

𝑚!
  

𝛼𝛼𝑚الكبیر بقدر كاف، فان  𝑚المثبت، وایا كان العدد  𝜇𝜇نلاحظ انھ ایا كان  <  𝑇𝑚. لذا فان 1

,𝐶[𝑎المقابل یكون تقلیصا على  𝑏]. 

 تمھیدیة النقطة الثابتة ٤-٤

𝑇:𝑋لیكن  → 𝑋  تطبیقا مستمراً على فضاء متري تام𝑋 = (𝑋,𝑑) ولنفرض ان ،𝑇𝑚 

 نقطة ثابتة وحیدة. 𝑇عدد صحیح موجب. عندئذ یوجد لـ  𝑚، حیث 𝑋تقلیص على 

 البرھان:

𝐵ان  = 𝑇𝑚  ھو فرضا تقلیصا على𝑋  اي ان𝑑((𝐵𝑥,𝐵𝑦) ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝑥,𝑦)  ایا كان𝑦, 𝑥 

𝛼𝛼وھناك  𝑋من  <  ان  𝑋من  𝑥0لذا فاننا نجد ایا كان  1

𝑑(𝐵𝑛𝑇𝑥0,𝐵𝑛𝑛𝑥0) ≤ 𝛼𝛼𝑑(𝐵𝑛−1𝑇𝑥0,𝐵𝑛𝑛−1𝑥0)                       (11)  



… ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑥0, 𝑥0) → 0        (𝑛 → 0)  

و  𝑥نقطة ثابتة وحیدة، سنرمز لھا بـ  𝐵تقتضي ان یوجد لـ  ۲-۱-٥ان مبرھنة بناخ 

𝐵𝑛𝑥0 → 𝑥  وبما ان التطبیق𝑇  مستمر، فان ھذا یقتضي ان یكون𝐵𝑛𝑇𝑥0 = 𝑇𝐵𝑛𝑥0 →

𝑇𝑋 ان ۲-٤-۱ لذا فاننا نجد وفق (ب) من 

 𝑑(𝐵𝑛𝑇𝑥0,𝐵𝑛𝑥0) → 𝑑(𝑇𝑥, 𝑥) 

,𝑑(𝑇𝑥وبالتالي فان  𝑥) = ولما كانت كل نقطة  𝑇نقطة ثابتة ل  𝑥) ویبین ھذا ان ۱۱وفق ( 0

 اكثر من نقطة ثابتة واحدة. 𝑇كذلك. فاننا نرى انھ لا یمكن ان یوجد للـ  𝐵ثابتة لـ  𝑇ثابتة لـ 

صفریة في  𝑘نلاحظ في الختام انھ یمكن اعتبار معادلة فولتیرا معادلة فریدھولم خاصة نواتھا 

,𝑎]ذلك الجزء من المربع  𝑏] × [𝑎, 𝑏]  حیث یكون𝑇 > 𝑡  وقد تكون𝑘  غیر صفریة من

𝑇)القطر  = 𝑡) 
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