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 بسم االله الرحمن الرحيم

          نفسـا الا وسـعها لهـا مـا كسـبت و عليهـا مـا لا يكلف ا

ــا ولا تحمــل     ــا ربن ــا لا تؤاخــذنا ان نســينا او اخطأن اكتســبت ربن

 تحملنا ما لا علينا أصرا كاما حملته على الذين من قبلنا ربنا ولا

طاقته لنا به واعف عنا واغفر لنا وارحمنـا أنـت مولانـا فانصـرنا     

 على القوم الكافرين 

 صدق ا العلي العظيم 

 ٢٨٦سورة البقرة /                                                                    



 

 

 الاهداء

الى الشمعة التي انارت الى ينبوع العلم المتدفق ونور الفكر المبدع 

 طريق الاجيال ...

 أستاذي الذي علمني مجرى الحنان ونبع المودة ابي الغالي...

 الى رمز الحنان واشراقة الامل أمي الحنونة ...

 الى جميع زملائي الافاضل أهدي بحثي هذا ...

 

 الباحثة

 



 

 

 الشكر والتقدير

متطلبات البحث فقد  اسجد  سبحانه وتعالى على توفيقي في أكمال

 استمدت منه العون وكان لنا خير معين فنعم المولى ونعم المصير 

 وبعد ...

اني اتوجه بجزيل شكري وصادق عرفاني وعظيم امتنـاني الى اسـاتذتي في كليـة    

علوم الحاسوب والرياضيات قسم الرياضيات الطبية لما ابـدوه مـن جهـود مضـنية     

 ي وتوجيهفي تدريسي وتبصيري ومشوره 

 الى جميع الجهود التي بذلت في اتمام بحثي هذا مع جزيل الشكر والامتنان 

 

 

 الباحثة



 
 

 

 المستخلص

درسنا في هذا البحث ديناميكية نمو اتمعات المتقطعة و الذي يعتبر من 

مواضيع الرياضيات الحيوية المهمة. حيث درسنا بعض المفاهيم الديناميكية 

 الديناميكية المتقطعة وبينا كيفية تطبيقها في نمو اتمعات.المتعلقة بالنظم 

 

 

 

 

 



 

 

 

 ةــمقدم

ان نمو اتمعات البشرية و الكائنات الحية بشكل عام من اهم مواضيع الرياضيات الحيوية 

 فلذلك عنينا في هذا البحث بدراسة ديناميكية اتمعات المتقطعة. 

 يتكون هذا البحث من فصلين.

الفصل النظم الديناميكية المتقطعة و تكرارات الدوال و مساراتها ونقاطها الصامدة و يتناول 

اما في الفصل الثاني فتناولنا دراسة ديناميكية اتمعات المتقطعة واعطينا بعض الخواص 

 الخاصة بها.
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 الأولالفصل 

 النظم الدینامیكیة المتقطعة

 ، التي تحتوي 𝑥نقطة في مجالھا. فان تكرارات  𝑥دالة وان  𝑓 إنافترض 

𝑥,𝑓(𝑥),𝑓�𝑓(𝑥)�,𝑓 �𝑓�𝑓(𝑥)�� , … ، 

و للدوال المختلفة تكون   𝑥المسارات الممكنة للقیم المختلفة للنقطة  أنواع إن. 𝑥تشكل مسار 

 لدراسة الفوضى. الأساس

سالفصل الأول  . مثل ھذه أخرىمرة  𝑥التي بعض تكراراتھا تكون  𝑥لدراسة النقاط  مُكَرَّ

𝑓(𝑥)كانت  إذاالنقطة تسمى نقطة دوریة. على سبیل المثال،  = 𝑥2 − ، فیكون لدینا  1

𝑓(0) = 𝑓(−1)و  1− = �𝑓�𝑓(0)، لذلك  0 =  .𝑓نقطة دوریة للدالة  0و علیھ  0

   FunctionsIteration ofتكرارات الدوال  1.1

مرارا وتكرارا.  𝑥2في الحاسبة الیدویة ثم بدءنا بالضغط على الزر  0.5 أدخلنا إنناافترض 

  الأعدادستعرض الحاسبة الیدویة 

0.5, 0.25 , 0.0625,  0.003090625,   0.0000,152858, …                          (1) 

 وضعنا إذاتلك؟  الأعدادمتتابعة . ماذا تعطینا الحاسبة الیدویة مع الأخرواحد تلو 

𝑓(𝑥) = 𝑥2     و𝑥0 = 0.5 

 تتضمن  (1)فان المتتابعة في 

𝑥0, 𝑓(𝑥0),𝑓�𝑓(𝑥0)�,𝑓 �𝑓�𝑓(𝑥0)�� , … 

 .𝑓الدالة  تأثیرتحت  𝑥0تكرارات النقطة  الأعدادتدعى تلك 

 نقطة في مجالھا. فان  𝑥0دالة و لتكن  𝑓لتكن  . 1.1تعریف 

𝑓(𝑥0) = للنقطة  الأولالتكرار𝑥0  تحت تأثیر الدالة𝑓 
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𝑓(𝑓(𝑥0)) =للنقطة  التكرار الثاني𝑥0  تحت تاثیر الدالة𝑓. 

تحت تاثیر  𝑥0للنقطة  𝑛التكرار الـ  𝑎𝑛اي عدد صحیح موجب، وان  𝑛بشكل عام، إذا كان 

𝑛)التكرار الـ   𝑓(𝑎𝑛)، فیكون  𝑓الدالة  +  .𝑓تحت تاثیر الدالة  𝑥0للنقطة  (1

  الآتیة: بنى الرموزللسھولة سنت

𝑓2(𝑥0)   یرمز لـ𝑓(𝑓(𝑥0))   ،𝑓3(𝑥0)   یرمز لـ𝑓(𝑓�𝑓(𝑥0)�) 

 وبشكل عام،

𝑓𝑛(𝑥0)   یرمز للتكرار النوني (التكرار الـ𝑛 للنقطة (𝑥0  تحت تاثیر الدالة𝑓. 

مسار  𝑓تحت تاثیر الدالة  𝑥0التي تمثل تكرارات النقطة  ∞𝑛=0{𝑓𝑛(𝑥0)}سنسمي المتتابعة 
(orbit)  النقطة𝑥0 .  سنكتب  الأحیانفي بعض𝑥𝑛  للدلالة على𝑓𝑛(𝑥0).  في ھذه الحالة

 .𝑥0مسار النقطة  ∞𝑛=0{𝑥𝑛}ستمثل المتتابعة 

تقع جمیعھا في  قید المناقشة تكرارات كل دالة إن سنأخذ بنظر الاعتبار خلال دراستنا ملاحظة.

 مجال الدالة.

 .سنوضح بعض التكرارات لعدد من الدوال الآن

NO. 𝑓(𝑥) 𝑥 Orbit of 𝑥 

1 𝑓(𝑥) = 𝑥2 1 1,1,1,1, … 

2 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1 −1 −1,0,−1,0,−1, … 

3 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 −2 −2, 5, 26, 677, 458330, … 

4 𝑓(𝑥) = 𝑥2 +
1
4 0 0, 0.25, 0.3125,  

5 𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 4𝑥2 1
3 0,333 … , 0.888, 0.395 … , … 

 

 مع الدوال التربیعیة البسیطة، یبدوا ان المسارات لھا سلوك مختلف جدا. كما تلاحظ، حتى

𝑓(𝑥)تحت تاثیر الدالة  1في الحقیقة، مسار الـ  = 𝑥2   1مسار ثابت . 
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𝑓(𝑥)تحت تاثیر الدالة  1−مسار الـ  = 𝑥2 −  .0و  1−یتناوب بین   1

𝑓(𝑥)تحت تاثیر الدالة  2−على العكس، مسار الـ  = 𝑥2 + غیر مقید، اما سلوك تكرار   1

1و  0النقطتین 
3

 في المثالین الاخیرین غیر واضح. 

𝑓(𝑥)تحت تاثیر الدالة  0تكرار الـ  إنسنبرھن في وقت لاحق  = 𝑥2 + 1
4

1یقترب من   
2
و  

1تكرار 
3

𝑓(𝑥)تحت تاثیر الدالة   = 4𝑥 − 4𝑥2  بطریقة تبدوا  (0,1)ینشر نفسھ على الفترة

 غیر متوقعة.

یصف مساراتھا ھما دالتي الجیب و الجیب تمام.  أن لأحدبین العدید من الدوال التي یمكن 

 ھو  2مسار الـ  إندالة الجیب (بالقیاس النصف قطري) ،  إلىبالنسبة 

2, 0.9092 … , 0.7890 … , 0.6516 … , … 

، مع …0.1692ھو  100، و التكرار الـ …0.2350ھو  50التكرار الـ  إنبالاستمرار، نجد 

 𝑛عندما تزداد  0یقترب من   𝑓𝑛(2) إنتخمین  إلىتكرارات متعاقبة متناقصة. ھذا یقودنا 

، وتیبن cos𝑥تحت تاثیر دالة الجیب تمام  2بدون حدود. في الاثناء یمكنك حساب تكرارات الـ 

 فیما اذا كان یمتلك غایة ممكنة.

  Fixed Pointsالنقاط الصامدة   1.2 

ان مفھوم النقطة الصامدة مھم جدا  تھا ھي النقطة نفسھا تسمى نقطة صامدة.اتكرارالنقطة التي 

 في دراسة دینامیكیة الدوال.

 (fixed point)نقطة صامدة  𝑝. تسمى النقطة  𝑓نقطة في مجال الدالة   𝑝لتكن  .2.1تعریف 

𝑓(𝑝)اذا كان  𝑓للدالة  = 𝑝. 

یمس (او یقطع)  𝑓اذا وفقط اذا كان بیان الدالة  𝑓في مجال الدالة  𝑝بیانیا، تكون نقطة   

𝑦المستقیم  = 𝑥  عند النقطة(𝑝,𝑝)  1.4(الشكل.( 
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و   sin𝑥ھي النقطة الوحیدة التي عندھا منحني  الأصلنقطة  إننخمن  أنیمكن  1.5من الشكل 

𝑦المستقیم  = 𝑥 .سنستخدم في الحل مبرھنة ھذا صحیح.  إنسنبرھن  یمس احدھما الاخر

مستمرة على   𝑓كانت  إذا :إنالتي تنص على  (Mean Value Theorem)القیمة الوسطى 

,𝑎]الفترة  𝑏]  وقابلة للاشتقاق على(𝑎, 𝑏) فتوجد ،𝑐  في(𝑎, 𝑏)  بحیث ان 

 𝑓′(𝑐) = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑐)
𝑏−𝑐

𝑓(𝑏) مكافئبشكل  أو      − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑏 − 𝑎). 

 .1مثال

𝑓(𝑥)لتكن          = sin 𝑥  النقطة الصامدة الوحیدة للدالة  0. بین ان𝑓. 

 .الحل

𝑓(𝑥) إن أولالاحظ        ≠ 𝑥  اذا كان|𝑥| > |sin𝑥|، لان 1 ≤ كان  إذا، الآن .𝑥لكل  1

0 < 𝑥 ≤  بحیث ان  𝑥و  0بین  𝑧، فان مبرھنة القیمة الوسطى تؤدي الى وجود 1

sin𝑥 = sin𝑥 − sin 0 = 𝑓′(𝑧)(𝑥 − 0) = 𝑥 cos 𝑧. 

0بما ان  < cos 𝑧 < 0، یتبع ان 𝑧لھذه النقطة  1 < sin𝑥 = 𝑥 cos 𝑧 < 𝑥. 

𝑓(−𝑥)حقیقة كون  إن  = −𝑓(𝑥)  إن إلىتؤدي 𝑓(𝑥) ≠ 𝑥  لكل𝑥 < 0. 

sin، أخیرا  ■ .𝑓النقطة الصامدة الوحیدة للدالة  0 إن، لذلك نستنتج 0

𝑓𝑛(𝑥)للسھولة سنكتب  ستكون مھمة جدا لنا.، الأخیرةالمبرھنة   ⟶ 𝑝  للدلالة على ان

"𝑓𝑛(𝑥)  تقترب من𝑝"  عندما تزداد)𝑛 (بدون حدود. 

 .1.3مبرھنة 

𝑓𝑛(𝑥)كانت  إذا. 𝑓في مجال  𝑥ولتكن   𝑝مستمرة عند  𝑓 إنافترض             ⟶ 𝑝  عندما

𝑛 ⟶  .𝑓نقطة صامدة للدالة  𝑝، فان ∞
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  البرھان.

𝑓𝑛(𝑥)حسب الفرض،           ⟶ 𝑝  عندما𝑛 ⟶ 𝑓𝑛+1(𝑥)، لذلك ∞ ⟶ 𝑝 إن. بما 

𝑓𝑛(𝑥) ⟶ 𝑝  فاستمراریة الدالة ،𝑓  عند𝑝  إن إلىتؤدي 𝑓(𝑓𝑛(𝑥)) ⟶ 𝑓(𝑝) أیة. على 

𝑓𝑛+1(𝑥)حال  = 𝑓(𝑓𝑛(𝑥))  لذلك بتعویض ،𝑓𝑛+1(𝑥)  بدلا عن𝑓(𝑓𝑛(𝑥)) نجد ان ،

𝑓𝑛+1(𝑥) ⟶ 𝑓(𝑝). إن إلىوحدانیة الغایة للمتتابعة المعطاة تؤدي  إن 𝑓(𝑝) = 𝑝بالنتیجة . 

 ■ .𝑓نقطة صامدة للدالة  𝑝 تكون

التي تكون متناقصة تتقارب  ∞𝑛=0{𝑥𝑛}المتتابعة المقیدة  إنمن حسبان التفاضل و التكامل نعلم 

𝑥𝑛  إنبحیث  𝑧اصغر عدد  إلى ≤ 𝑧  لكل𝑛.  نفس العبارة تتحقق بالنسبة للمتتابعة المقیدة

 متناقصة). أومتتابعة مقیدة و رتیبة ( متزایدة  لأيالمتناقصة، وعلیھ 

  1.4نتیجة 

متتابعة   ∞𝑛=0{𝑓𝑛(𝑥)}دالة مستمرة معرفة على فترة مغلقة. افترض ان  𝑓 إنافترض         

𝑓𝑛(𝑥) إنبحیث   𝑝مقیدة و رتیبة. فتوجد نقطة صامدة  ⟶ 𝑝  عندما𝑛 ⟶ ∞. 

 البرھان.

النتیجة تتبع  إذن المتتابعة المقیدة و الرتیبة تكون متقاربة دائما. إن،  أعلاهحسب التعلیق       

 .1.3مباشرة من مبرھنة

دالة الجیب تقترب من  تأثیرعدد حقیقي تحت  أيتكرارات  إنلبرھان  1.4سنستخدم نتیجة  الآن

 ).1.1ھذه النتیجة بالتحلیل البیاني في بند  تم استنتاج الصفر.(

  2مثال 

𝑓(𝑥)لتكن        = sin𝑥  عدد حقیقي  أيتكرارات  إن. بین𝑥  0یقترب من. 

 الحل.

𝑥 لیكن ∈ ℝ  المتتابعة  إن. لبیان{𝑓𝑛(𝑥)}𝑛=0∞  1− إنمقیدة، نلاحظ ≤ sin𝑥 ≤ لكل  1

  إننلاحظ  الآن، وعلیھ تكون مقیدة. [1,1−]لذلك تقع المتتابعة في  .𝑥عدد 

𝑓(−𝑥) = sin(−𝑥) = − sin𝑥 = −𝑓(𝑥) 
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فھذا الشيء نفسھ یحصل  [0,1]في  𝑥لكل  0 إلىالمتتابعة تقترب  إنتمكنا من بیان  إذالذلك 

في  𝑥 إلىالمتتابعة تقترب  إننبین  أنلذلك نرید فقط . 𝑥، وعلیھ لكل [1,0−]في  𝑥لكل 

[0,1]. 

𝑓(0) إن بما = 0، لیكن 0 < 𝑥 ≤ كما في  متتابعة متناقصة. ∞𝑛=0{𝑓𝑛(𝑥)}. سنبین ان 1

 بحیث ان  𝑥و  0بین  𝑧وجود نقطة   إلى، مبرھنة القیمة الوسطى تؤدي  1حل المثال 

.sin 𝑥 < 𝑥 cos 𝑧 < 𝑥 

0لذلك  < sin𝑥 < 𝑥 < 0عندما   1 < 𝑥 ≤  ، وھذا یعني ان1

𝑓(𝑥) < 𝑥  0عندما < 𝑥 ≤ 1. 

𝑛 لأي ھیتبع ان ≥ 0، 

𝑓𝑛+1(𝑥) = 𝑓�𝑓𝑛(𝑥)� = sin𝑓𝑛(𝑥) < 𝑓𝑛(𝑥) 

0متتابعة متناقصة عندما  ∞𝑛=0{𝑓𝑛(𝑥)}  إننستنتج  < 𝑥 ≤ المتتابعة مقیدة، نتیجة  إنبما  .1

بالنتیجة  .1حسب مثال   0نقطة صامدة والتي ھي  إلىالمتتابعة متقاربة  إن إلىتؤدي  1.4

 ■.𝑥لكل  0 إلىتقترب  ∞𝑛=0{𝑓𝑛(𝑥)}تكون المتتابعة 

. تذكر 1.1في البند رافسون التي تم وصفھا  -معلومات متعلقة بطریقة نیوتن 1.3تزودنا مبرھنة

وتعریف كنقطة ابتدائیة،  𝑥0الناشئة بوضع  ∞𝑛=0{𝑥𝑛}الطریقة تتضمن حساب المتتابعة  إن

 المتتابعة 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)
𝑓′(𝑥𝑛) 

𝑓′(𝑥𝑛) إننفترض ھنا  ≠  ∞𝑛=0{𝑥𝑛} إن المتتابعة  إلىاشرنا  1.1. في البند 𝑛لكل  0

 ندعم ھذا الزعم. لیكن  أنیمكننا  الآن. 𝑓متقاربة، وغایتھا ھي صفر الدالة 

𝑔(𝑥) = 𝑥 −
𝑓(𝑥)
𝑓′(𝑥) 
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𝑥1فان   = 𝑔(𝑥0)  ،𝑥2 = 𝑔(𝑥1) = 𝑔2(𝑥0)  ،و بصورة عامة𝑔𝑛(𝑥0) = 𝑥0  وعلیھ .

{𝑥𝑛}𝑛=0∞  ھي متتابعة تكرارات النقطة𝑥0  الدالة  تأثیرتحت𝑔.  إذاانھ  1.3تخبرنا المبرھنة 

 في ھذه الحالة، .𝑔للدالة  𝑧نقطة صامدة  إلىتقترب  فإنھاكانت المتتابعة متقاربة، 

𝑧 = 𝑔(𝑧) = 𝑧 −
𝑓(𝑧)
𝑓′(𝑧) 

𝑓(𝑧)لذلك، 
𝑓′(𝑧)

= 𝑓(𝑧)بشكل مكافئ  أو  0 = 0.  

 .𝑓صفر الدالة  𝑧 إنھذا یعني 

  Attracting and Repelling Fixed Pointsالنقاط الصامدة الجاذبة و النافرة 

. في الحقیقة، النقاط المختلفةالتحلیل البیاني یمكننا إن نرى السلوك المتنوع لتكرارات  بتطبیق

 (b)1.6، بینما في الشكل 𝑝النقطة الصامدة  منترب یق 𝑥تكرار النقطة  (a)1.6في الشكل 

یمتلك كل من تلك الحالتین  (c)1.6في الشكل 𝑥تكرار النقطة  إن .∞یذھب التكرار باتجاه 

 .الآتيالتعریف  إلىھذا یقودنا  .𝑥بالاعتماد على 

 .1.5تعریف 

 .𝑓نقطة صامدة للدالة  𝑝لتكن           

)a(  تسمى𝑝  نقطة صامدة جاذبة(attractor fixed point)  للدالة𝑓  بشرط  وجود فترة

(𝑝 − 𝜀,𝑝 + 𝜀)  تحتوي𝑝 إذا كانت ھبحیث ان 

   𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 (𝑓) ∩ (𝑝 − 𝜀,𝑝 + 𝜀)   فان𝑓𝑛(𝑥) ⟶ 𝑝  عندما𝑛 ⟶ ∞ .

 .)asymptotically stableمستقرة بشكل محاذي  أیضا(مثل ھذه النقطة تسمى 

)b(  تسمى𝑝  نقطة صامدة نافرة(repelling fixed point)  للدالة𝑓  بشرط  وجود فترة

(𝑝 − 𝜀,𝑝 + 𝜀)  تحتوي𝑝 إذا كانت ھبحیث ان  

  𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 (𝑓) ∩ (𝑝 − 𝜀,𝑝 + 𝜀)  لكن𝑥 ≠ 𝑝  فان |𝑓(𝑥) − 𝑝| > |𝑥 − 𝑝|. 

تكون جاذبة ، والنقطة الصامدة في  (a)1.6النقطة الصامدة في الشكل إن أعلاهیتبع من التعریف 

نافرة،  أونقطة صامدة تكون جاذبة  یبین انھ لیست كل (c)1.6الشكل إن نافرة. (b)1.6الشكل 
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تنفر   𝑝و النقاط التي على یمین النقطة  𝑝تنجذب الى   𝑝حیث النقاط التي على الیسار النقطة 

 من النقاط الصامدة لیست جاذبة ولا نافرة. أنواع. توجد 𝑝من 

جاذبة  𝑝لأكثر الدوال، لیس من السھل أن نبرھن من التعریف مباشرة إن نقطة صامدة معطاة 

، فیوجد معیار مفید  𝑝قابلة للاشتقاق عند  𝑓كانت  إذاحال،  أیة. على غیر ذلك) أونافرة  أو(

سنحتاج في البرھان تطبیق بدیھیة الاستقراء الریاضي،  .1.6سینص علیھ ویبرھن في مبرھنة

 التي عادة ما تسمى بقانون الاستقراء.

  1.6مبرھنة 

 .𝑝قابلة للاشتقاق عند نقطة صامدة  𝑓افترض ان             

)a(  اذا كان|𝑓′(𝑝)| <  جاذبة. 𝑝، فان 1

)b(  اذا كان|𝑓′(𝑝)| >  نافرة. 𝑝، فان 1

)c(  اذا كان|𝑓′(𝑝)| =  یمكن أن تكون جاذبة او نافرة او غیر ذلك. 𝑝، فان 1

 للاستخدام المباشر. 1.6یمكننا وضع مبرھنة

  3مثال 

𝜇لتكن       >  ثابت، ولیكن  0

𝑓(𝑥) = 𝜇𝑥(1 − 𝑥) = 𝜇𝑥 − 𝜇𝑥2 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

)a(  جد قیم𝜇  نقطة صامدة جاذبة. 0التي عندھا یكون 

)b(  جد قیم𝜇 .التي لا یوجد عندھا نقطة صامدة غیر صفریة 

)c(  جد قیم𝜇 .التي تكون عندھا النقطة الصامدة غیر الصفریة نقطة صامدة جاذبة 

 الحل.

𝑥كانت  إذا 𝑓نقطة صامدة للدالة   𝑥لاحظ انھ تكون النقطة  = 𝜇𝑥 − 𝜇𝑥2 أما. وعلیھ 

𝑥 = 1 أو 0 = 𝜇 − 𝜇𝑥 إن إلى، والتي تؤدي 𝑥 = 1 − 1
𝜇

0كانت  إذا.  < 𝜇 ≤ ، فیكون 1

1لدینا  − 1
𝜇
≤ على العكس  .0، ألا و ھي [0,1]، لذلك توجد نقطة صامدة وحیدة في الفترة 0
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𝜇كان  إذامن ذلك،  > 1و  0، فتوجد نقطتان صامدتان ھما  1 − 1
𝜇

  أينحدد  أننرید  الآن .

𝑓′(𝑥) إن بما منھا تكون نافرة. وأيتكون جاذبة نقطة صامدة  = 𝜇 − 2𝜇𝑥 إن، یتبع  

𝑓′(0) = 𝜇    و𝑓′ �1 − 1
𝜇
� = 𝜇 − 2𝜇) �1 − 1

𝜇
� = 2 − 𝜇 . 

0جاذبة اذا كان  0تكون  1.6 حسب مبرھنة < 𝜇 < 𝜇كان  إذانافرة تكون و  1 > . وكذلك 1

1تكون   − 1
𝜇

1كان  إذاجاذبة   < 𝜇 < 𝜇وتكون نافرة اذا كان  3 > یمكن ان نبین اخیرا،  .3

𝜇كان  إذاتكون جاذبة   0 إن = 1)، وان 15( تمرین 1 − 1
𝜇

𝜇جاذبة اذا كان   = (تمرین  3

16(.■ 

 Basins of Attraction أحواض الجذب 

،  𝑝"تنجذب" باتجاه  𝑝، فان جمیع النقاط القریبة من 𝑓نقطة صامدة جاذبة لدالة  𝑝اذا كانت 

 𝑝تھا تقترب من امجموعة كل النقاط التي تكرار إن .𝑝 إلىبمعنى انھ یوجد تكرار یقترب 

 .𝑝تسمى حوض الجذب للنقطة 

  1.7تعریف 

یحتوي  𝑝النقطة  basin of attraction حوض جذب ، 𝑓نقطة صامدة للدالة   𝑝افترض ان  

𝑓𝑛(𝑥)بحیث ان  𝑥على كل النقاط  ⟶ 𝑝  عندما𝑛 ⟶  .𝐵𝑝، ویرمز لھا بـ ∞

  4مثال 

𝑓(𝑥)لتكن        = 𝑥2  جد حوض الجذب .𝐵0  0للنقطة الصامدة. 

 الحل.

|𝑥|اذا كان  < 𝑓𝑛(𝑥)، فان  1 = 𝑥2𝑛 ⟶ 𝑛عندما  0 ⟶ 0، وعلیھ ∞ ∈ 𝐵0 على .

|𝑥|العكس، اذا كان  ≥ |𝑓𝑛(𝑥)|، فان  1 ≥ 𝑥، لذلك 1 ∈ 𝐵0 وعلیھ . 

.𝐵0 = {𝑥: |𝑥| < 1} = (−1,1) 

 النتیجة نفسھا باستخدام التحلیل البیاني). الىلتوصل ا( یمكننا أیضا 
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 ملاحظة.

𝐵𝑝نقطة صامدة نافرة فان  𝑝كانت  إذا     = {𝑝} فمثلا، اذا كانت ،𝑓(𝑥) = 2𝑥  فان

𝐵0 = 𝑓(𝑥)كانت  إذا، آخرمن جانب  .{0} = sin 𝑥  فان𝐵0 = ℝ  الأعداد(مجموعة كل 

 .الحقیقیة)

   Eventually Fixed Points  النقاط الصامدة النھائیة

 .القادمة الأمثلة، التي ستستخدم في نھائیةالمفھوم النقطة الصامدة نقدم  أخیرا      

  1.8تعریف 

  eventually fixed point نھائیةنقطة صامدة  𝑥. فتسمى  𝑓نقطة في مجال الدالة  𝑥لتكن 

 .𝑓نقطة صامدة للدالة   𝑓𝑛(𝑥) تكونبحیث  𝑛 وجد عدد صحیح موجب  إذا

 ملاحظة

𝑓(𝑥)كانت  إذا، حال  أیة. على  نھائیةتكون النقطة الصامدة نقطة صامدة         = sin𝑥 

𝑓(𝜋)فان  = 𝑓(0)و ان  0 = 𝑥، لذلك تكون النقطة 0 = 𝜋  ولیست  نھائیةنقطة صامدة

، نھائیةنقطة صامدة  𝑥 إن إلىیحصل التباس، عندما نشیر  لا إننقطة صامدة. من اجل 

 لیست نقطة صامدة. أنھاسنفترض بشكل عام 

  5مثال

 دالة معرفة على النحو  𝑇لتكن      

𝑇 = � 2𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2
2 − 2𝑥, 1/2 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

 .نھائیةنقطة صامدة  1/8 إنبین 

 الحل.

𝑇 �1
8
� = 1

4
,  𝑇 �1

4
� = 1

2
,  𝑇 �1

2
� = 1, 𝑇(1) = 0, 𝑇(0) = 0  

1لذلك 
8

 .نھائیةنقطة صامدة  
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 ملاحظات.

). یبن مثال 1.7بسبب شكل بیانھا (شكل  ، tent functionتسمى دالة الخیمة  𝑇الدالة  إن (1)

𝑥النقطة  إننبین بطریقة مماثلة  أن. یمكن  نھائیةتمتلك نقطة صامدة  𝑇 إن 5 = 𝑘/2𝑛  ،

0 إنعددان صحیحان موجبان و  𝑛و  𝑘 أنحیث  < 𝑘/2𝑛 ≤ لدالة  نھائیةنقطة صامدة  1

𝑇 سنستخدم ھذه النتیجة عندما ندرس )27( انظر تمرین .𝑇  1.4في البند  أكثربتفصیل. 

تكون كذلك  𝑥( بعض تكرارات  𝑓للدالة  نھائیةنقطة صامدة  𝑥كانت  إذا انھ إلىنشیر   (2)

حال، العكس لیس  أیة. على 𝑝في حوض الجذب للنقطة  𝑥، فتكون )𝑓للدالة  𝑝نقطة صامدة 

 .نھائیةنقطة صامدة  𝑝بدون ان تكون  𝑝 إلىتقترب  أنصحیحا لان تكرارات النقاط یمكن 

 

 

 

 

  1.7شكل 

   Periodic Pointsالنقاط الدوریة  1.3

بدراسة  الإنسانمفھوم الدوریة ھو مفھوم مشترك في كل لغات العصر. فغالبا ما یھتم  إن

حول نفسھا  الأرضالظواھر التي تتكرر  خلال فترة معینة من الزمن. فالظواھر الفلكیة كحركة 

حول الشمس كل  الأرضساعة فتكون خلال دورتھا ھذه اللیل و النھار ودوران  24تتكرر كل 

سنة  76وظھور مذنب ھالي كل  الأربعةیوم تقریبا فتكون خلال دورتھا ھذه الفصول  360

مثال لظاھرة  أیضالظواھر الفلكیة. وكذلك الحركة الدوریة للبندول ھو تقریبا وغیرھا من ا

 دوریة.

خواص النقاط  أھممرتكز الدراسة الدینامیكیة. وسندرس في ھذا الفصل  مفھوم الدوریة ھو إن

 الدوریة.
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  1.9تعریف 

𝑥0لتكن        ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝑓)  فنقول ان .𝑥0  نقطة دوریة(periodic point)  للدالة𝑓  ذات

 بحیث ان  𝑛اذا وجد عدد صحیح موجب  𝑛دورة 

)a( 𝑓𝑛(𝑥0) = 𝑥0  ، 

)b(  تكون النقاط𝑥0,𝑓(𝑥0),𝑓2(𝑥0), … ,𝑓𝑛−1(𝑥0)   .مختلفة 

 الذي ھو  𝑥0فان مسار  𝑛ذات دورة  𝑓نقطة دوریة للدالة  𝑥0كانت  إذا

{𝑥0,𝑓(𝑥0),𝑓2(𝑥0), … ,𝑓𝑛−1(𝑥0)} 

𝒏 (𝒏بدورة  مدارویسمى  ( periodic orbit)یكون مسار دوري  −cycle). 

 .2 ملاحظة

. تسمى النقاط  1تكون النقاط الصامدة نقاط دوریة ذات دورة  1.9حسب تعریف          

 .نقاط صامدة ( بخلاف ذلك تسمى نقاط دوریة) 1الدوریة ذات دورة 

ℎ(𝑥)الدالة  تأمل،  2بدورة  لتوضیح المدار = −𝑥3 لان  2بدورة  مدار {1,1−}. فان

ℎ(−1) = ℎ(1)وان  1 = −1. 

  1مثال 

 المعطاة على النحو 𝑇 (tent function)دالة الخیمة  إن      

𝑇(𝑥) ≔ � 2𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2
2 − 2𝑥, 1/2 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

2}المسار  إنبین 
7

, 4
7

, 6
7
 .𝑇للدالة  3بدورة  مدار {

 الحل.

     𝑇 �2
7
� = 4

7
, 𝑇 �4

7
� = 2 − 2 �4

7
� = 6

7
  , 𝑇 �6

7
� = 2 − 2 �6

7
� = 2

7
 

2} إنوھذا یبین 
7

, 4
7

, 6
7
 .𝑇للدالة  3بدورة  مدار {
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 .2ملاحظة 

 الأسبابھذا احد  إن. nتمتلك مدار بدورة  وإنمافقط  3تمتلك مدار بدور  لا 𝑇دالة الخیمة  إن

 .1.4البند  سندرس دالة الخیمة بتمعن في الذي یعلل دراسة دالة الخیمة في الداینمك.

 . 3ملاحظة 

یبین المدار  (a)1.9الشكل  .(closed loop)بحلقة مغلقة  nبیانیا، یمثل المدار ذو دورة       

𝑓(𝑥)للدالة  2ذو الدورة  {1,1−} = −𝑥3  1.9، والشكل(b)  لدالة  3ذو الدورة یبین المدار

 .أعلاه 1الخیمة في المثال

 

 

 

 

 

 1.9شكل 

  .101قضیة 

,𝑥لتكن     𝑧  نقطتین في مجال الدالة𝑓 فیكون .{𝑥, 𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓  اذا وفقط اذا

𝑓(𝑥)كان  = 𝑧 حیث ان ،𝑥, 𝑧  نقطتین صامدتین للدالة𝑓2. 

 البرھان.

,𝑥} إننفرض         𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓  .إذن 𝑓(𝑥) = 𝑧  و𝑓(𝑧) = 𝑥 وعلیھ ، 

𝑓2(𝑥) = 𝑓�𝑓(𝑥)� = 𝑓(𝑧) = 𝑥 

نقطة صامدة للدالة   𝑧. بنفس الطریقة یمكن ان نبین ان 𝑓2نقطة صامدة للدالة   𝑥لذلك تكون 

𝑓2 كان   إذا. وعلیھ{𝑥, 𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓 فان ،𝑥, 𝑧  نقطتین صامدتین للدالة𝑓2. 
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، فتوجد .𝑓لیست نقطة صامدة للدالة  إنھاھذا یعني  𝑓2نقطة صامدة للدالة  𝑥كانت  إذابالعكس، 

,𝑥}   إنبحیث  𝑥تختلف عن  𝑧نقطة  𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة یكون𝑓تكون  ، لذلك𝑥  نقطة

 .𝑓للدالة  2دوریة بدورة 

  1.11نتیجة 

,𝑥0}یكون          𝑥1, … , 𝑥𝑛}  مدار ذو دورة𝑛  للدالة𝑓   كانت  إذاوفقط اذا𝑥𝑘  نقطة صامدة

𝑘لكل  𝑓للدالة  = 1,2, … ,𝑛 − 1. 

𝑓(𝑥) إنعلى سبیل المثال، افترض     = 𝑥2 −  ، لذلك1

𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)2 = 𝑥4 − 2𝑥2 

 أنوعلیھ یجب  .𝑓لكنھا لیست نقطة صامدة للدالة   𝑓2نقطة صامدة للدالة  0 إنمن الواضح 

,0} إنبحیث  𝑧تكون ھناك نقطة ولتكن  𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓. إنبما 𝑓(0) = −1 

 .𝑓للدالة  2مدار ذو دورة  {1−,0}نستنتج ان 

  Attracting Periodic Pointsالنقاط الدوریة الجاذبة 

لذلك یكون . 𝑓𝑛نقطة صامدة للدالة  𝑥. فتكون 𝑓للدالة  𝑛نقطة دوریة ذات دورة  𝑥ن افترض ا

 من الطبیعي ان نعرف النقاط الدوریة الجاذبة و النافرة.

  1.12تعریف 

 𝑛نقطة دوریة جاذبة ذات دورة  𝑥. فتسمى  𝑓للدالة  𝑛نقطة دوریة ذات دورة  𝑥لتكن        

(attracting periodic- 𝑛 point) كانت  إذا𝑥  نقطة صامدة جاذبة للدالة𝑓𝑛 كذلك تكون ،𝑥 

نقطة صامدة  𝑥كانت  إذا 𝑛 (repelling periodic – 𝑛 point)نقطة دوریة نافرة ذات دورة 

 .𝑓𝑛نافرة لدالة 

 .4ملاحظة 

جاذبة ( نافرة)، فان كل  𝑥. اذا كانت 𝑛ذات دورة  𝑥مستمرة عند نقطة دوریة  𝑓 إنافترض 

,𝑥,𝑓(𝑥),𝑓2(𝑥)}نقطة في  … ,𝑓𝑛−1(𝑥)}  نقطة دوریة جاذبة (نافرة) ذات دورة𝑛 لذلك ،

,𝑥,𝑓(𝑥),𝑓2(𝑥)}نقول ان المدار  … ,𝑓𝑛−1(𝑥)}  ذو الدورة𝑛  .(نافر) مدار جاذب 
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𝑛كان  إذابصورة خاصة،        =  إذاوفقط  إذاجاذبة  2فتكون النقطة الدوریة ذات دورة  2

𝑥)وجدت فترة  − 𝜀, 𝑥 + 𝜀)   بحیث اذا كان𝑦 ∈ (𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ، فان 

𝑓2𝑛(𝑦) ⟶ 𝑥  و إن 𝑓2𝑛+1(𝑦) ⟶ 𝑓(𝑥) 

𝑛عندما  ⟶  .𝑓للدالة  2مدار ذو دور  إلىینجذب  𝑥یبین عدد  1.10الشكل  إن .∞

 

 

 

 

 

 

 

 

  1.10شكل 

  2مثال 

𝑓(𝑥)لتكن       = −𝑥1/3  جاذبة للدالة  2نقطة دوریة ذات دورة  1. بین ان𝑓 .  

 الحل.

𝑓(1) إن أولالاحظ       = 𝑓(−1)و   1− = . الان 2ذات دورة  1. لذلك تكون النقطة  1

 لاحظ ان 

𝑓2(𝑥) = 𝑓�𝑓(𝑥)� = −(−𝑥1/3)1/3 = 𝑥1/9 

(1)′(𝑓2)لذلك  = 1
9

لذلك حسب . 𝑓2نقطة صامدة جاذبة للدالة   1تكون  1.6. حسب مبرھنة 

 و جاذبة . 2نقطة دوریة ذات دورة  1تكون  1.10تعریف 
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  5ملاحظة 

 𝐽من خلال بیان وجود فترة  𝑓جاذبة للدالة  2نقطة دوریة ذات دورة  1  إننبین  أنیمكن       

𝑥كانت  إذابحیث انھ  1حول  ∈ 𝐽 یكون ،|𝑓2(𝑥) − 1| < |𝑥 − 1|. 

نافرة وان ھذا المعیار یتضمن  أمكانت نقط ما جاذبة  إذامعیار لبیان فیما  1.2في البند  أعطینا

 نافر ویتضمن المشتقة كذلك. أمما جاذب كان مدار  إذابالمثل ھناك معیار لبیان فیما  المشتقة.

 لدینا نتیجة ابتدائیة. 1.14نذكر المبرھنة  أنقبل 

  1.13مبرھنة 

,𝑥}لیكن            𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓 .كانت  إذا𝑓2  قابلة للاشتقاق عند𝑥   و𝑧 فان ، 

(𝑓2)′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧) = (𝑓2)′(𝑧)                                   (2) 

  1.12مبرھنة 

,𝑥}لیكن          𝑧}  للدالة  2مدار ذو دورة𝑓 . 

)a( كان  إذا |𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧)| <  یكون مدارا جاذبا. 2، فان المدار ذو الدورة  1

)b( كان   إذا|𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧)| >  یكون مدارا نافرا. 2، فان المدار ذو الدورة  1

  6ملاحظة 

|𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧)|كان  إذا         = ، فلا نستطیع ان نستنتج اي شيء حول فیما اذا كان  1

,𝑥}المدار  𝑧}  جاذبا ام نافرا او غیر ذلك. على سبیل المثال، لتكن𝑓(𝑥) = 1/𝑥  فان .

𝑓2(𝑥) = 𝑥  لذلك یكون ،{𝑥, 1/𝑥}  مدار ذو دورتین لكل𝑥 ≠ المدار  إنواضح  .0

{𝑥, 1/𝑥} إن، على الرغم من لا یكون جاذبا و لا نافرا  

|𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧)| = |(𝑓2)′(𝑥)| = 1,   ∀𝑥 ≠ 0 

|𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑧)|عندما تكون  ≠ ,𝑥}كان المدار  إذافیمكننا معرفة فیما  1 𝑧}  مدارا جاذبا ام

 نافرا.

  3مثال 
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𝑓(𝑥)لتكن       = 𝑥2 − 3𝑥 +  .2مدار نافر بدورة  {0,2} إن. بین 2

 الحل.

𝑓(0) إنبما        = 𝑓(2) إنو   2 = حقیقة  إنیكون مدار ذو دورتین. {0,2} إن، یتبع 0

𝑓′(𝑥)كون  = 2𝑥 − 𝑓′(0)  إن إلىیؤدي  3 = 𝑓′(2)و ان  3− =  لذلك ،1

𝑓′(0)𝑓′(2) = (−3)(1) = −3 

 .𝑓للدالة  2مدار نافر بدورة  {0,2}یكون  1.14لذلك حسب مبرھنة

بالتحلیل، تكون  ذو الدورتین. {0,2}، مع المدار  𝑓یعرض بیان الدالة  1.11الشكل  إن   

 ، والتي تبین سبب كون المدار ذي الدورتین مدارا نافرا.0، تكون قریبة من 𝑥تكرارات 

 

 

 

 

  1.11شكل 

  7ملاحظة 

,𝑥,𝑓(𝑥)}كان  إذا       … ,𝑓𝑛−1(𝑥)} مدار ذو دورتین، فحسب قاعدة السلسلة یكون 

  (𝑓𝑛)′(𝑥) = �𝑓′�𝑓𝑛−1(𝑥)��[𝑓′(𝑓𝑛−2(𝑥)] … [𝑓′�𝑓(𝑥)�][𝑓′(𝑥)]           (3) 

 n، فیكون المدار ذو الدورة  1اقل ( اكبر) من  (3)من  الأیمنكانت القیمة المطلقة للطرف  إذا

  (3)نقطة صامدة، فتصبح  𝑥كانت  إذاانھ  إلىجاذبا (نافرا). نشیر 

                                 (𝑓𝑛)′(𝑥) = (𝑓′(𝑥))𝑛                                                       (4) 
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  1.15تعریف 

قرب نقاط من النقاط متناھیة بشكل اعتباطي حوض الجذب للمدار الجاذب ھو مجموعة  إن      

 .في المدار

  5مثال 

، التي تكون قریبة 𝐵للمفاھیم الواردة في ھذا البند، نقدم الدالة  أضافيتوضیح  لإعطاء      

 نسبیا من دالة الخیمة:

𝐵(𝑥) ≔ � 2𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2
2𝑥 − 1, 1/2 < 𝑥 ≤ 1 

 عجینةِ  بعجَْن یتعلق فیما ، (baker's function)دالة الخباز  𝐵). نسمي الدالة 1.12(الشكل 

 ).الھندسة في یظھر يالذ المنشارَ  بسنِّ  تتُعلقُّ  الدالة إنّ .( الخبزِ 

 

 

 

 

 1.12الشكل 
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 الفصل الثاني

 نماذج المجتمع المتقطع لنوع و حید

Discrete Population Models for a Single Species 
 
 

  (Simple Models)النماذج البسیطة   2.1

، سواء كانت اعیادیة، تاخیر ، جزئیة، تصادفیة، تؤدي الى تداخل نماذج المعادلات التفاضلیة 

الاجیال. العدید من الانواع لاتمتلك تداخل بین اجیالھا المتعاقبة ولذلك یكون نمو المجتمع في 

ة للكائنات الحیة البدائیة یمكن ان یكون ذلك قصیر جدا في ھذه الحالة خطوات متقطعة. بالنسب

النماذج المستمرة (في الزمن) تكون تقریب معقول. على ایة حال، بالاعتماد على النوع اطوال 

الخطوة یمكن ان یكون واسع جدا. السنة شائعة. مع ذبابة الفاكھة الخارجة من الشرانق  ھو 

مكن عدد من الساعات، بینما البكتریا و الفایروسات یمكن ان نتامل اقل من یوم، بالنسبة للخلایا ی

. وعلیھ یجب 1الزمن ھي  -ذلك. في النماذج التي سنناقشھا في ھذا الفصل سیكون لدینا خطوة

𝑡ان تربط النماذج المجتمع عند الزمن  + عند  𝑁𝑡 ، بدلالة المجتمع 𝑁𝑡+1، ویرمز لھا 1

 . ھذا یقودنا الى دراسة معادلات الفروق، او النماذج المتقطعة، من الصیغة 𝑡الزمن 

 
. غالبا ما تستخدم الصیغة الاولى لتوكید 𝑁𝑡ھي بصورة عامة دالة غیر خطیة لـ  𝑓(𝑁𝑡)حیث 

وجود حالة الاستقرار الصفري . مثل ھذه المعادلات عادة غیر قابلة للحل تحلیلیا لكن یمكن ان 

یة كبیرة من المعلومات حول دینامیكیة المجتمع بدون الحل التحلیلي. ان ریاضیات نستخلص كم

معادلات الفروق ستدرس ھنا بعمق وتطبق في حقول متنوعة: انھا مواضیع جذابة تظھر لبعض 

الظواھر غیر المتوقعة كلیا سنناقش بعضھا فیما بعد. نماذج معادلة الفروق ثبتت كذلك لاستخدام 

منذھل لمناطق الاحیاء الطبیة كنمو الخلایا السرطانیة ( انظر، على سبیل في طیف واسع و

)، الشیخوخة ( انظر، على سبیل Cross and Cotton 1994المثال، المقال المقدم من قبل 

) ، تكاثر الخلایا ( انظر، Lipsitz and Goldberger 1992المثال، المقال المقدم من قبل 

الجینات ( انظر على ) و Hall and Levinson 1990قدم من قبل على سبیل المثال، المقال الم

  Hoppensteadt and Peskin 1992في كتاب   inheritance سبیل المثال، فصل الوراثة 

). تبین مؤخرا ان لھذه المعادلات استخدام مذھل في نمذجة Roughgraden 1996وفي كتاب 
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اوسع استخدام للبیانات ھو محتمل في علم البیئة،  الدینامیكیة التفاعل المزدوج و تنبؤ الانفصال.

امثلة عدیدة ، انظر كذلك كتاب ممتاز واكثر حداثة للمؤالف  Hassell 1978یوجد في كتاب 

Kot 2001.( 

تكون مباشرة وتتولد  𝑁𝑡+1فمسالة ایجاد قیمة  𝑓(𝑁𝑡)من الاشارة الخاصة، اذا علمنا صیغة  

، فاننا نھتم فقط 𝑓(𝑁𝑡).طبعا، ایا كانت صیغة  (2.1)كرر لـ لبشكل بتتابع باستخدام بسیط مت

 بالمجتمعات غیر السالبة.

، لعكس 𝑓(𝑁𝑡)البراعة في نمذجة دینامیكیة نمو مجتمع معین یقع في تحدید صیغة مناسبة لـ 

ملاحظات معلومة او حقائق حول النوع قید البحث. لعمل ذلك مع اي ثقة یجب ان نفھم 

ماذا تماثل  و معلماتھا، وكذلك  𝑓(𝑁𝑡)التأثیرات الرئیسیة على حلول التغییرات في صیغة 

بالنسبة الى عینات قلیلة من الفائدة العملیة.المسالة الریاضیة ھي تطبیق، اي،  (2.1)  حلول

. یجب ان نلاحظ ھنا عدم وجود ترابط 𝑁0جاد المسارات لتطبیقات غیر خطیة  تبدأ بقیمة ای

بسیط بین نماذج معادلة الفروق و وما یظھر للمعادلة التفاضلیة المستمرة المناظرة، حتى النتائج 

 التقریبیة للفروق المنتھیة في معادلة متقطعة. ھذا یصبح واضح ادناه.

𝐹(𝑁𝑡)افترض ان  = 𝑟 > ھذا یعني، ان المجتمع بعد خطوة واحدة یصبح ببساطة یلائم  ،0

 ، یكون لدینا(2.1)المجتمع الحالي. فمن 

 
𝑟لذلك ینمو المجتمع او یضمحل ھندسیا اذا كان  > 𝑟او  1 <  على الترتیب. 1

 تعدیل طفیف في التاثیرات الكثیرة یمكن ان یكون 

 
، بالطع، لكي یكون  𝑏الناجي للتناسل. فیجب ان یكون ھناك تقیید على   𝑁𝑆حیث ان 

𝑁𝑆 ≤ 𝑁𝑡  و بخلاف ذلك ھذي المجتمعات الناجیة للتكاثر تكون اكثر من المجتمع التي تكون

 جزء منھ.

 

  Fibonacci Sequenceمتتابعة فیبوناكس 

یكون  1فبتطبیع دور التناسل الى  𝑁𝑡اذا رمزنا الى عدد ازواج ( ذكور و اناث) ارانب بالرمز 

  𝑡لدینا عند مرحلة التناسل الـ 
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 ، مایسمى بمتتابعة فیبوناكس 𝑁0ھذه المعادلة تعطي، مع 

 
معادلة فروق خطیة  (2.3)كل حد في المتتابعة ھو ببساطة مجموع الحدین السابقین . المعادلة 

 التي یمكن حلھا بالبحث عن حلول في الصیغة 

 
 كحلول  𝜆𝜆تعطي معادلة لـ  (92.3بتعویضھا في و التي 

                            𝜆𝜆
2
− 𝜆𝜆 − 1 = 0   ⟹    𝜆𝜆1,2 = 1

2
�1 ± √5�. 

𝑁0لذلك، مع  = 1,𝑁1 =  على النحو  (2.3)، یكون حل  1

 
𝑡عندما   ⟶ 𝜆𝜆1، ولان ∞ > 𝜆𝜆2 ،یكون لدینا  

 

 
. یمكن بشكل حدسي نرى بناب (renewal equation)معادلة التجدید  (2.3)ان المعادلة 

 العمر في ھذا النموذج باعتبار ان العمر الى انجاب وبعده لایوجد انجاب. 

بانھا تمتلك قیمة عظمى،  (2.1)في  𝑓(𝑁𝑡)بصورة عامة، بسبب التجمع و تنظیم النفس، نتوقع 

𝑁𝑡متناقصة بالنسبة الى  𝑓مع كون ان  𝑁𝑡، كدالة بالنسبة الى 𝑁𝑚ولیكن عند  > 𝑁𝑚 الشكل ،

 یوضح ھذه الصیغة. 2.1

 
𝑁𝑡+1صیغة النمو النوعیة في النموذج  (2.1)الشكل  = 𝑓(𝑁𝑡). 
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یمكن ان تستخدم في حالات خاصة كالتي وصفت اعلاه. احد تلك النماذج،  𝑓(𝑁𝑡)انواع الدالة  

 ، ھي  (Verhulst Process)بعض الاحیان یشار الیھا  كعملیة فیرھولست 

 
التي تبدو نوع متقطع مناظر لنموذج النمو اللوجستي المستمر لكن لیس في كل الحالات: ان 

𝑁حالة الاستقرار لیست  = 𝐾 كما سنبین، على ایة حال، ان الحلول و اعتمادھا على المعلمة .

𝑟  مختلفة جدا. العیب الواضح في ھذا النموذج ھو اذا كان𝑁𝑡 > 𝐾  فان𝑁𝑡+1 < . الطریق 0

بصیغة فروق  𝑑𝑁/𝑑𝑡ملائمة لاشتقاقھا من معادلة فیرھولست ھو استبدال المشتقة  الاكثر 

 بخطوة واحدة للحصول على 

 
 باعادة القیاس  مع

                             𝑁(𝑡) = �1+𝑟
𝑟
�𝐾𝑥(𝑡)   

1و وضع  + 𝑟 = 𝑟′  نفسھا، ھذا یعني،  (2.2)تصبح المعادلة الاخیرة بصیغة 

 
كبیر یجب ان یكون ھناك نقصان في  𝑁𝑡النموذج الاكثر واقعیة یجب ان یكون بحیث ان عندما 

ھي مثال  2.1في الشكل  𝑓(𝑁𝑡)غیر سالبة الصیغة النوعیة لـ  𝑁𝑡+1النمو لكن یجب ان تبقى 

ویعطى  (Ricker curve) بمنحنى ریكرلاعلى ذلك.احد النماذج الذي یستخدم بكثرة، یعرف 

 نحوعلى ال

 
  (mortality factor)حیث یوجد عامل الفناء  (2.2)الذي یمكن ان نفكر بھ كتعدیل للصیغة 

exp(−𝑟𝑁𝑡/𝐾)  الذي یكون یحد من زیادة𝑁𝑡 ھنا .𝑁𝑡 > 𝑁0اذا كان  𝑡لكل  0 > 0. 
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 الاجراء البیاني للحل 2.2

یمكن ان نحصل على كمیة كبیرة من المحلومات حول سلوك نمو مجتمع من خلال معنى بیاني 

 للمعادلة  ∗𝑁. حالات الاستقراریة ھي حلول 2.1كما في الشكل  𝑓مع  (2.1)بسیط. تامل 

 
 

 
 

 

𝑁𝑡التصمیم البیاني لحالة الثبات و برھنة كیف تقترب  (a) 2.3الشكل  .  (a)زمن تقییم نمو المجتمع مستخدما  (b)منھا .  

 استخدمنا محنى مستمر یربط المجتمعات عند خطوات زمن مختلفة من اجل وضوح الصورة الذھنیة

 

فقط، تستخدم الثانیة على الاغلب لتوكید حقیقیة ان  (2.9)بیانیا، استخدمنا الصیغة الاولى في 

𝑁∗ = 𝑁𝑡+1ھي تقاطع المنحنى  تكون حالة ثبات دائما. بیانیا حالات الثبات 0 = 𝑓(𝑁𝑡)  و

𝑁𝑡+1الخط المستقیم  = 𝑁𝑡  2.2كما مبین في الشكل (a)  بالنسبة الى الحالة حیث القیمة

𝑁𝑡+1العظمى للمنحنى  = 𝑓(𝑁𝑡)  عند ،𝑁𝑚  وان،𝑁𝑚 > 𝑁∗ (2.1).التقییم الدینامیكي لحل 

𝑁𝑡  یمكن ان یحصل علیھ بیانیا كالاتي. افترض اننا نبدأ عند𝑁0  (2.2)في الشكل(a). 
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حتى نتقاطع على مع المنحنى  𝑁𝑡+1تعطى بحركة بسیطة على طول المحور  𝑁1فان 

𝑁𝑡+1 = 𝑓(𝑁𝑡) یعطي ،𝑁1 = 𝑓(𝑁0) الان یستخدم المستقیم للبدأ مرة اخرى مع .𝑁1  في 

و ھكذا: الاسھم تبین متتابعة  𝑁3,𝑁4بالاسلوب اعلاه و من ثم  𝑁2ى . فنحصل عل 𝑁0بدلا عن 

𝑁𝑡+1المسار. المسار باختصار ھو سلسلة انعكاسات في المستقیم  = 𝑁𝑡 نرى ان .𝑁𝑡 → 𝑁∗ 

𝑡عندما  → 𝑁0′. اذا بدأنا عند  (b)(2.2)وتكون رتیبة كما في موضح في الشكل  ∞ > 𝑁∗ 

𝑁𝑡، مرة اخرى (a)2.3في الشكل  → 𝑁∗   وبشكل رتیب بعد الخطوة الاولى. اذا بدأنا من

فالاقتراب الیھا الیھا یكون رتیب على طول المنحنى  ∗𝑁مكان قریب جدا من حالة الثبات 

𝑁𝑡+1 = 𝑓(𝑁𝑡)  الذي یقطع𝑁𝑡+1 = 𝑁𝑡 ، ھنا ھذا یعني ، 

 
، ھي معلم مھم كما  𝑁𝑡، حیث ان الفتحة ترمز الى المشتقة بالنسبة الى 𝑓′(𝑁∗)ان قیمة 

 ∗𝑁. لانھ اي اضطراب صغیر حول ∗𝑁سنبین: ھي تمثل القیمة الذاتیة للنظام عند حالة الثبات 

 حالة اتزان مستقرة خطیا. ∗𝑁ببساطة یتناقص الى الصفر،تكون 

∗𝑁تحقق الاتزان   𝑓(𝑁𝑡)افترض الان ان    > 𝑁𝑚  السلوك الدینامیكي 2.4كما في الشكل .

كما مبین من الدرج الموسع في الشكل  ∗𝑁تمد على ھندسة تقاطع المنحنیات عند للمجتمع یع

2.4(a),(b),(c)  في :(a)  1−یكون < 𝑓′(𝑁∗) < 𝑓′(𝑁∗) (b)في  0 =  (c)و في   1−

𝑓′(𝑁∗) < . اذا كان التذبذب متناقص في الذروة و ∗𝑁متذبذب في جوار  𝑁𝑡. ان الحل 1−

𝑁𝑡ان  → 𝑁∗  فان𝑁∗  2.4مستقرة كما في الشكل(a) بینما تكون غیر مستقرة اذا كان ،

یعرض التذبذبات الدوریة و  (b)2.4. الحالة في الشكل (c)2.4التذبذب یزداد كما في الشكل 

𝑁𝑡+1یقترح ان الحلول الدوریة للمعادلة  = 𝑓(𝑁𝑡)  .تكون ممكنة 

𝜆𝜆ان المعلمة  = 𝑓′(𝑁∗) ھي القیمة الذاتیة ،𝑁∗ لة للمعاد𝑁𝑡+1 = 𝑓(𝑁𝑡)  مھمة في تحدید ،

0السلوك المحلي حول حالة الثبات. الحالة:   < 𝜆𝜆 < 1−و   (a)2.3كما في الشكل  1 <

𝜆𝜆 < 𝜆𝜆وان   0 < على التوالي. نقطة الاتزان تكون مسترة  (c)و  (b)2.4كما في الشكل   1−

1−اذا كان  < 𝜆𝜆 <  Bifercation)و تسمى نقطة اتزان جاذبة. قیم التفرع الحرجة  1

values)  𝜆𝜆 = 𝜆𝜆. الحالة   𝑁𝑡التي عندھا یتغیرسلوك الحل  ±1 = تحدث عندما المنحنى  1

𝑁𝑡+1 = 𝑓(𝑁𝑡)   یمس𝑁𝑡+1 = 𝑁𝑡  1عند حالة الثبات = 𝑓′(𝑁∗)  وتسمى التفرع ،

 .tangent bifercationالمماس 
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لایقترب من الصفر.  ∗𝑁حالة الثبات تكون غیر مستقرة بشدة اذا كان اضطراب صغیر قرب 

 . 2.5موضحة في الشكل  2.4السلوك الدینامیكي للمجتمع لكل من الحالات الثلاث في الشكل 
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