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حل المعادلات التفاضلیة الخطیة المتجانسة  باستخدام 

 المتسلسلات (طریقة فروبنیوس)
 
 
 
كلیة �لوم الحاسوب و�كنولوجيا /بحث مقدم الى قسم الر�ضیات

المعلومات �امعة القادس�یة ٔ�س�تكمال جزئي لمتطلبات نیل در�ة 
 �كالوریوس �لوم في الر�ضیات

 

 :ةمن قبل الطالب

 دعاء عدنان شدهان

 فراس حسين مجهول  .م   بإشراف

٧٢٠١  
 

 

 وزارة التعلیم العالي والبحث العلمي
 جامعة القادسیة

 كلیة علوم الحاسوب وتكنولوجیا المعلومات
 قسم الریاضیات
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ْأُوتُوا ِالَّذينو نكُمواْ منامء ينالَّذ ُْفَعِ اري

  تجرد لمج الع  بِيرخ لُونما تَعبِم ُاو  


 

 

 صدق ا العلي العظيم

١١-سورة اادلة
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 إهداء

 ولاتطیب .. بطاعتك إلى النھار یطیب ولا بشكرك إلا اللیل یطیب لا إلھي
 برؤیتك إلا الجنة تطیب ولا .. بعفوك إلا الآخرة تطیب ولا .. بذكرك إلا اللحظات

 "جلالھ جل الله "
 العالمین نور و الرحمة نبي إلى .. الأمة ونصح .. الأمانة وأدى الرسالة بلغ من إلى

 "سلمالھ و و علیھ الله صلى محمد سیدنا "

 إلى كل فصائل المقاومة والحشد الشعبي المقدس والجیش العراقي الإبطال  
 إلى ..  انتظار بدون العطاء علمني من إلى .. والوقار بالھیبة الله كللھ من إلى

 حان قد ثماراً  لترى عمرك في یمد أن الله من أرجو .. افتخار بكل أسمھ أحمل من
 ..الأبد وإلى الغد وفي الیوم بھا ھتدينجوما أ كاتكلم وستبقى انتظار طول بعد قطافھا

 حبیبال والدي
  .. والتفاني الحنان معنى وإلى الحب معنى إلى .. الحیاة في ملاكي إلى

 الوجود سر و الحیاة بسمة إلى

 الحبایب أغلى إلى جراحي بلسم حنانھا و نجاحي سر دعائھا كان من إلى

 الحبیبة أمي

 إلى من تطیب الحیاة بوجودھم

 أخي وأختي 

 أضیعھم لا أن وعلموني أجدھم كیف عرفت من إلى

 يأصدقائ

 إلى من لا استطیع العیش من دونھ 
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 أشكر االله سبحانه وتعالى على ما أعطاني ووفقني ومنحني القوة والسند لأتعلم وأجتهد 

أقدم الشكر والامتنان والمحبة و التقدير إلى كل من ساندني ووقف معي طيلة حياتي    

 أستاذتي  :والامتنان  الشكربوأخص الجامعية وكل أساتذتي الأفاضل    

 ست  (فراس حسين مجهول  ) 

 لي من دعم وتوجيه  هقدم على ما                                                
 
 

يد المساعدة  العون ومد لي وقدم لي البحث شكر كل من ساعد على إتمام هذااوكذلك 

 ه ..زملائي & زميلاتيبالمعلومات اللازمة لإتمامي وزودن
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 الفصل الثالث

أیجاد حل المعادلة التفاضلیة في متسلسلة القوى 

 كبیرة جدا xفي حالة 
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 ۳۷ المصادر
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 المقدمة

نشأت المعادلات التفاضلیة منذ بدایة الحساب ومازالت 

مستمرة منذ عھد نیوتن إلى عصرنا ھذا وقد استخدمت 

المعادلات التفاضلیة في فھم العلوم الفیزیائیة والھندسة 

والحیویة بألاضافة إلى مساھمتھا في دراسة التحلیل الریاضي 

الاقتصادیة و الاجتماعیة وامتدت استخداماتھا في العلوم 

 .وللمعادلات التفاضلیة انواع كثیرة وطرق حل مختلفة .

تناولنا في الفصل الاول تعریف المعادلة التفاضلیة والمعادلة 

التفاضلیة الخطیة المتجانسة ورتبة ودرجة المعادلة .وبعض 

 الامثلة حول المعادلات الخطیة المتجانسة.

لتفاضلیة الخطیة المتجانسة في الفصل الثاني حل المعادلة ا

طریقة فروبنیوس (استخدام المتسلسلات في حل المعادلة 

 التفاضلیة )

في الفصل الثالث تناولنا طریقة حل  فروبنیوس عندما تكون 

 كبیرة جدا Xقیمة 
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 الفصل الاول 

 المعادلات التفاضلیة الجزئیة

 

بأنھا إي ) Differential Equationتعرف المعادلة التفاضلیة ( -:۱تعریف

معادلة (لیست متطابقة) مكونة من دوال جبریة أو دوال متساویة أو معا وتحتوي 

 على مشتقة أو مشتقات دالة غیر معلومة الشكل العام للمعادلة التفاضلیة  ھو:

F(x,y)(x), 𝑦(𝑥)
′ ,𝑦(𝑥)

′′ , 𝑦(𝑥)
3  , … , 𝑦(𝑥)

𝑛 ,…= C        (1)  

 فیما یلي بعض الأمثلة على المعادلة التفاضلیة  -:۱مثال 

i)     𝑢(𝑡)
′ = 𝑢(𝑡) 

ii)     𝑢(𝑡)
′ = 𝑢(𝑡)

2  

iii) 𝑢(𝑡)
′ = 𝑢(𝑡) + sin(𝑥)                    (2) 

iv)     𝑢(𝑠)
′′ + 𝑢(𝑠)

′ = 𝑠 

v)     𝑢(𝑥)
𝑢 = sin(𝑥) 

تعرف المعادلة التفاضلیة الجزئیة بأنھا المعادلة التفاضلیة التي  -:۲تعریف

معلومة في متغیرین مستقلین أو أكثر ومشتقاتھا تحتوي على دالة غیر 

. الجزئیة بالنسبة للمتغیرات المستقلة  

والمتغیرین المستقلین  uالمعقد  الشكل العام للمعادلة التفاضلیة الجزئیة في المتغیر

x,y   ھو 

 F (x , y , u , ux , uy ,uxx ,uyy ,uxy ,…)=0      (3) 

 



 
۸ 

 

 فیما یلي بعض الأمثلة على المعادلة التفاضلیة الجزئیة  -:۲مثال

iv)  ut (x, t)=uxx(x , t) 

vii) utt (x ,t)=uxx(x , t) 

viii) uxx (x , y) + uyy (x , y)=0 

ix)  utt (x , t)= (c [u(x , t)] ux(x,t))x 

x)  utt (x , t)= uxx(x , t) – u2(x , t) 

xi) ut (x, t)+( 1
2
 u2(x , t))x = uxx(x , t) 

 xii) ut (x, t) + (x2+t2) ux (x,t) = 0 

xiii) utt (x , t) + uxxx (x , t) = 0 

 تعریف رتبة المعادلة التفاضلیة الجزئیة  -:۳تعریف 

)Order of partial Differential Equations( رتبة أعلى مشتقة جزئیة في تلك  بأنھا

 المعادلة التفاضلیة الجزئیة .

 -:۳مثال 

 ) تكون من الرتبة الاولى4) في (xiiالجزئیة ( المعادلات التفاضلیة

 ) تكون من الرتبة الثانیة 4) في ( vi – xiالمعادلات التفاضلیة الجزئیة (

 ) تكون من الرتبة الرابعة 4) في (xiiiالمعادلات التفاضلیة الجزئیة (

الدرجة الجبریة للمشتقة تعرف درجة المعادلة التفاضلیة الجزئیة بأنھا  -:٤تعریف 

الجزئیة ذات الرتب العلیا والتي تظھر في تلك المعادلة التفاضلیة الجزئیة وتكون 

 درجة المعادلة التفاضلیة الجزئیة عدد صحیح موجب .
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 المعادلات التفاضلیة الجزئیة الخطیة
Linear partial Differential Equation 

 

 فیما یلي الأمثلة على المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة  -مثال :

 

1. ut (x, t)=uxx(x , t) متجانسة ذات معاملات ثابتة                       

2. uxx + uyy +2x –y=0  غیر متجانسة ذات معاملات ثابتة                

3. ut (x, t) + (x2+t2) ux (x,t)=0      متجانسة ذات معاملات متغیرة 
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 الفصل الثاني 

حلول المعادلات التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة  باستخدام 

 المتسلسلات (طریقة فروبنیوس)

Swries Solution Of Second Order Differential Equations 

(Frobenious Method) 

 طریقة فروبنیوس

لق�����د س�����بق ح�����ل المعادل�����ة التفاض�����لیة الخطی�����ة المتجانس�����ة م�����ن الترب�����ة الثانی�����ة 

𝑥ف������ي ص������ورة متسلس������لة الق������وى ف������ي حال������ة إذا كان������ت  = 𝑎  نقط������ة عادی������ة

𝑥ف�������ي الج�������زء الاول. والان س�������وف ن�������درس حال�������ة إذا كان�������ت  = 𝑎  نقط�������ة

 شاذة منتظمة ، وفي ھذه الحالة نفترض أن الحل على الصورة 

𝑦 = �𝐶𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

 

𝑥أما اذا كان الحل حلو النقطة  =  الشاذة المنتظمة فأن: 0

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

 

𝑥ل������م ت������ذكر النقط������ة فانن������ا نعتب������ر إن  • = وس������وف نوض������ح طریق������ة   0

 الحل بالمثال التالي:

 (2-1)مثال 

 أوجد حل المعادلة التفاضلیة:

2𝑥𝑦11 + (𝑥 + 1)𝑦1 + 3𝑦 = 0 

 xفي صورة متسلسلة قوى 

 الحل:
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𝑥النقطة  =  نقطة شاذة 0

lim
𝑥→0

(𝑥 + 1)𝑥
2𝑥

=
1
2

, lim
𝑥→0

3𝑥2

2𝑥
= 0 

𝑥النقطة  =  نقطة شاذة منتظمة 0

 نفترض أن الحل على الصورة

 أن الحل على الصورة 

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

 

𝑦 = �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1  ,
∞

𝑛=0

𝑦11 = �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−2
∞

𝑛=0

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة المعطاة نحصل على 

� 2𝐶(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−1 +
∞

𝑛=0

�𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥
∞

𝑛=0

+ �𝐶(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1 + � 3𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟 = 0
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 )xبالصفر (أقل قوى  𝑥𝑛+𝑟−1بمساواة معاملات 

𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(2𝑛 + 2𝑟 − 1) + 𝐶𝑛−1(𝑛 + 𝑟 + 2) = 0         (1) 

𝑛نضع  =  فنحصل على  (1)في المعادلة  0

𝐶0𝑟(2𝑟 − 1) + 𝐶−1(𝑟 + 2) = 0 

𝐶−1حیث إن  = 𝐶−2 = ⋯ = 0 

 فأن

𝐶0𝑟(2𝑟 − 1) = 0 
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𝐶0وبأعتبار ان  ≠  نحصل على 0

𝑟(2𝑟 − 1) = 0                                                                       (2) 

 (indicial equation)تس��������مى المعادل��������ة الدلیلی��������ة  (2)المعادل��������ة 

 ومنھا نجد ان 

𝑟 = 0 , 𝑟 =
1
2

 

نحص�������������ل عل�������������ى العلاق�������������ة التكراری�������������ة  (1)م�������������ن المعادل�������������ة 

(recurrence relation) 

𝐶𝑛 =
−(𝑛 + 𝑟 + 2)

(𝑛 + 𝑟)(2𝑛 + 2𝑟 − 1)
𝐶𝑛−1 ,        𝑛 ≥ 1 

𝐶0المختلف��������ة بدلال��������ة  𝐶وس��������وف نوج��������د ق��������یم  ≠ ف��������ي ح��������التي  0

 (2)جذري المعادلة الدلیلیة 

)۱( : 𝑟 = 0 

∴ 𝐶𝑛 =
−(𝑛 + 2)
𝑛(2𝑛 − 1)

𝐶𝑛−1  ,        𝑛 ≥ 1 

∴ 𝐶 =
−3

1(1)
𝐶0 = −3𝐶0 

𝐶2 =
−4

2(3)𝐶1 =
(−4)(−3)

(2)(3) 𝐶0 = 2𝐶0 

𝐶3 =
−5

(3)(5)
𝐶2 =

(−5)(2)
(3)(5)

𝐶0 =
−2
3
𝐶0, … 

)۲( : r = 1
2

 

𝐶𝑛 =
−(𝑛 + 5/2)
(𝑛 + 1/2)

𝐶𝑛−1 

𝑜𝑟 𝐶𝑛 =
−(2𝑛 + 5)

2𝑛(2𝑛 + +1)
𝐶𝑛+1 ,𝑛 ≥ 1  
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𝐶1 =
−7

2(3)𝐶0 =
−7
6
𝐶0 

𝐶2 =
−9

(4)(5)𝐶1 =
9(7)

(4)(5)(6)𝐶0 =
21
40

𝐶0 

𝐶3 =
−11

(6)(7)
𝐶2 =

(11)(21)
(6)(7)(40)

𝐶0 =
−11
80

𝐶0 

,… 

𝐶0وبفرض  =  فان الحل العام یكون  1

𝑦 = 𝐴1�𝐶𝑛𝑥𝑛+0 + 𝐴2�𝐶𝑛𝑥
𝑛+12

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

∴ 𝑦 = 𝐴1 �1 − 3𝑥 + 2𝑥2 −
2
3
𝑥3 + ⋯�

+ 𝐴2 �1 −
7
6
𝑥 +

21
40

𝑥2 −
11
80

𝑥3 + ⋯�𝑥1/2 

ملاحظ�������ة: ف�������ي المث�������ال الس�������ابق لاحظن�������ا عن�������د ح�������ل المعادل�������ة الدلیلی�������ة أن 

𝑟ج��������ذري المعادل��������ة  = 1
2

  ،𝑟 = أي انھم��������ا مختلف��������ان والف��������رق بینھم��������ا  0

ع������دد كس������ري، وس������وف نلاح������ظ أن ھن������اك ث������لاث ح������الات لج������ذري المعادل������ة 

 الدلیلیة كما یأتي:

 حالات جذري المعادلة الدلیلیة:

 مختلفان والفرق بینھما عدد كسري. -۱

 متساویان. -۲

 مختلفان والفرق بینھما عدد صحیح. -۳

 الحالة الاولى: 



 
۱٤ 

 

 عدد كسري.الجذران مختلفان والفرق بینھما 

 لقد درسنا الحالة الاولى في المثال السابق، ونعرض مثالا اخر.

 اوجد حل المعادلة التفاضلیة (2-2)مثال

2𝑥(1 − 𝑥)𝑦 + (1 − 𝑥)𝑦 + 3𝑦 = 0 

 xفي صورة متسلسلة قوى في 

 الحل: 

𝑥نرى أن  =  نقطة شاذة وحیث ان  0

lim
𝑥→0

(1 − 𝑥)𝑥
2𝑥(1 − 𝑥)

=
1
2

    ,   lim
𝑥→0

3𝑥2

2𝑥(1 − 𝑥)
 

𝑥فأن  =  نقطة شاذة منتظمة 0

 نفترض أن الحل على الصورة

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

 

𝑦1 = �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1  ,
∞

𝑛=0

𝑦11 = �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−2
∞

𝑛=0

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على:
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� 2𝐶(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥 −� 2𝐶(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 نحصل على:بالتعویض في المعادلة التفاضلیة 

� 2𝐶(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥 −� 2𝐶(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 ) نحصل على ۱من المعادلة (

∴ 𝐶𝑛 =
(𝑛 + 𝑟)(2𝑛 + 2𝑟 − 5)
(𝑛 + 𝑟)(2𝑛 + 2𝑟 − 1)

𝐶𝑛−1؛𝑛 ≥ 1 

 بالتعویض عن جذري المعادلة الدلیلیة 

۱- 𝑟 = 𝑜 

∴ 𝐶𝑛 =
𝑛(2𝑛 − 5)
𝑛(2𝑛 − 1)

𝐶𝑛−1؛𝑛 ≥ 1 

∴ 𝐶𝑛 =
2𝑛 − 5
2𝑛 − 1

𝐶𝑛−1 

𝐶1 =
−3
1
𝐶0 = −3𝐶0,𝐶2 =

−3
1
𝐶1 = 𝐶0,𝐶3 =

1
5
𝐶2 =

1
5
𝐶0, …. 

۲- 𝑟 = 1
2� 

∴ 𝐶𝑛 =
(𝑛 + 1

2� )(2𝑛 − 4)

(𝑛 + 1
2� )(2𝑛)

𝐶𝑛−1؛𝑛 ≥ 1 
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∴ 𝐶𝑛 =
(𝑛 − 2)

𝑛
𝑛؛ ≥ 1 

𝐶1 =
−1
1
𝐶0 = −𝐶0,𝐶2 = 0 = 𝐶3𝐶4 =. 

∴ 𝑦2 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+
1
2�

∞

𝑛=0

= [1 − 𝑥]𝐶0𝑥
1
2�  

𝐶0اختیاریة ، نعتبر  𝐶0حیث ان  = 1 

 الحل العام یكون على الصورة ∴

𝑦 = 𝐴 �1 − 3𝑥 + 𝑥2 +
1
5
𝑥3 + ⋯+ 𝐵[1 − 𝑥]√𝑥� 

 ثابتان اختیاریان  A,Bحیث 

 الحالة الثانیة : 

 الجذران متساویان 

𝑟في ھذه الحالة نجد  = 𝑟1, 𝑟 = 𝑟2  اي ان𝑟1 = 𝑟2  ویكون𝑦1 = ∑𝐶𝑛𝑥𝑛+𝜇 

و بذلك نحصل على حل واحد فقط لكن للحصول على الحل الثاني المستقبل خطیا ، 

𝑦1نفرض  = 𝑓(𝑥𝑟1) : ؛ و لقد ثبت ان الحل الثاني یكون على الصورة 

𝑦2 =
𝜕(𝑥, 𝑟)
𝜕𝑟 �

𝑟=𝜇
 

 ویكون الحل العام  

 ثابتان اختیاریان  A,Bحیث 
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 : اوجد حل المعادلة التفاضلیة  )۳-۲مثال (

𝑥2𝑦′′ + 3𝑥𝑦′ + (1 − 2𝑥)𝑦 = 0 

 .  xفي صورة متسلسلة قوى في  

 الحل : 

 نقطة شاذة وعلى ذلك فأن  x=0نرى ان 

lim
𝑥→0

3𝑥
𝑥2

= 3 , lim
𝑥→0

(1 − 2𝑥)𝑥2

𝑥2
= 1, 

∴ 𝑥 = 𝑜  نقطة شاذة منتظمة 

 نفترض ان الحل على الصورة 

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛→0

 

∴ 𝑦′ = �𝐶𝑛(𝑛
∞

𝑛→0

+ 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1,𝑦′

= �𝐶𝑛(𝑛
∞

𝑛→0

+ 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−2 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة ، نحصل على 

∴ � 𝐶𝑛(𝑛
∞

𝑛→0

+ 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟 + � 3𝐶𝑛(𝑛
∞

𝑛→0

+ 𝑟)𝑥𝑛+𝑟

+ �𝑥𝑛+𝑟−2
∞

𝑛→0

− � 2𝐶𝑛𝑥
𝑛

+𝑟+1 = 0
∞

𝑛→0
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 بالصفر ( اقل اس)  𝑥𝑛+𝑟بمساواة معامل 

∴ 𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1) + 3𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟) + 𝐶𝑛 − 2𝐶𝑛−1 = 0 

 

∴ 𝐶𝑛[(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 + 2) + 1] == 2𝐶𝑛−1 

∴ 𝐶𝑛[(𝑛 + 𝑟 + 1)2] = 2𝐶𝑛−1                 (1) 

𝑛بوضع  = 0 

∴ 𝐶0(𝑟 + 1)2 = 2𝐶−1 

𝐶−1حیث  = 0  ،𝐶0  اختیاریة 

∴ 𝑟 = −1,−1 

 

 اي ان جذري المعادلة الدلیلیة متساویان 

 ) نحصل على العلاقة التكراریة :۱من (

𝐶𝑛 =
2

(𝑛 + 𝑟 + 1)2
𝐶𝑛−1 ,𝑛 ≥ 1 

 rبدلالة .…, C1,C2,C3نوحد قیم 

∴ 𝐶1
2

(𝑟 + 2)2
𝐶0 

𝐶1
2

(𝑟 + 3)2
𝐶1 =

22

[(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)(𝑟 + 4)]2 𝐶0 
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𝐶𝑛 =
2𝑛

[(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)(𝑟 + 4) … . (𝑟 + 𝑛 + 1)]2 𝐶0 

 حیث انھا اختیاریة ویكون الحل الاول كما یأتي :  C0=1وبافتراض  

𝑥 > 0 ,𝑦1(𝑥, 𝑟) = 𝑥𝑟 + �𝐶𝑛(𝑟)𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=1

 

 حیث ان 

𝐶𝑛(𝑟) =
2𝑛

[(𝑟 + 2)(𝑟 + 3) … . (𝑟 + 𝑛 + 1)]2 𝑛 ≥ 1 

 

𝑦1(𝑥, 𝑟) = 𝑥𝑟 �1 +
2

(𝑟 + 2)2
+

22

(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)
𝑥2

+
23

(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)2(𝑟 + 4)2
� 

𝑦1(𝑥,−1) = �1 + 2𝑥 + 𝑥2 +
2
9
𝑥3 + ⋯ . � 

 كما ان  

𝜕𝑦1(𝑥, 𝑟)
𝜕𝑟

= �1 +
2

(𝑟 + 2)2
𝑥 +

22

(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)
𝑥2 + ⋯� 

+𝑥𝑟 �
−4

(𝑟 + 2)3
𝑥 − 4 �

22

(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)
+

22

(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)3
� 𝑥2

+ ⋯� 
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𝑦1(𝑥,−1) =
𝜕𝑦1(𝑥, 𝑟)

𝜕𝑟 �
𝑟=1−

= 𝑥−11𝑛𝑥 �1 + 2𝑥 + 𝑥2 +
2
9
𝑥3 … � + 

𝑥−1 �−4𝑥 − 4 �
2
4

+
2
8�
𝑥2 + ⋯�  و یكون الحل العام ھو

∴ 𝑦 = (𝐴 + 𝐵1𝑛𝑥)𝑥−1 �1 + 2𝑥 + 𝑥2 +
2
9
𝑥3 … . . �

− 𝐵𝑥−1[4𝑥 + 3𝑥2 + ⋯ ] 

 الحالة الثالثة : 

 الفرق بین جذري المعادلة الدلیلیة عدد صحیح موجب 

𝑟2حیث  r1,r2في ھذه الحالة یكون جذرا المعادلة الدلیلیة  > 𝑟1  یكون عددا صحیحا

 موجبا . 

 r1في حین یعطى الجذر  y2( اكبر الجذرین) حلا ، و لیكن  r2في ھذه الحالة یعطى 

 فان الحل العام یكون  r1من  y1حلا وقد لا یعطى ، في حالة اذا وجد الحل 

𝑦 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2 

 ثابتان اختیاریان   A,Bحیث 

𝐶0لا یعطى فاننا نضع  r1بینما في حالة ان  = 𝑏0(𝑟 − 𝑟1)  في الحل الناتج و

 فأن الحل العام یكون  �𝑦على الصورة  ,لیكن الحل بعد التعویض 

𝑦 = 𝐴𝑦�|𝑟=𝑟1 + 𝐵
𝜕𝑦�
𝜕𝑟�𝑟=𝑟1

 

 اصغر الجذرین  r1حیث 

 : اوجد حل المعادلة التفاضلیة  )٤-۲مثال (
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𝑥𝑦′′ − 3𝑦′ + 𝑥𝑦 = 0 

 .  xفي صورة متسلسة قوى 

 الحل :

 نقطة شاذة فان   x=0حیث ان 

lim
𝑥→0

−3𝑥
𝑥

= −3,      lim
𝑥→0

𝑥3

𝑥
= 0,  

∴ 𝑥 =  نقطة شاذة منتظمة  0

 نفترض الحل على الصورة 

∴ 𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛→0

, �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1
∞

𝑛→0

 

𝑦′′ = �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−2
∞

𝑛→0

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة المعطاة 

�𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟−1
∞

𝑛→0

− � 3𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟−1 + �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟+1 = 0
∞

𝑛→0

∞

𝑛→0
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𝐶𝑛(𝑛بالصفر نحصل على  𝑥𝑛+𝑟−1بمساواة معامل  + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 4) +

𝑐𝑛−2=0 

 ) على الصورة ۱، تصبح ( n=0بوضع 

 

𝐶0𝑟(𝑟 − 4) + 𝐶−2 = 0 

𝑐0وحیث ان  ≠ 0,𝐶−2 =  اختیاریة  0

 اذن المعادلة الدلیلیة تكون على الصورة  ∴

𝑟(𝑟 − 4) = 𝑟1اي 0 = 0 , 𝑟2 = 4 

𝑟2نلاحظ ان   − 𝑟1 =  ( عدد صحیح موجب)  4

 ) ھي ۱وتكون العلاقة التكراریة من (

𝐶𝑛 = −
1

(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 4)
𝐶𝑛−2,𝑛 ≥ 2 

𝐶2𝑛+1و بالتالي فأن  n=1بوضع  C1=0واضح ان  = اي ان جمیع المعاملات  0

 الفردیة تتلاشى 

𝐶2 = −
1

(𝑟 + 2)(𝑟 − 2)
𝐶0 

𝐶4 = −
1

𝑟(𝑟 + 4)𝐶2 =
−12

(𝑟 − 2)𝑟(𝑟 + 2)(𝑟 + 4)𝐶0, … 
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𝐶6 = −
1

(𝑟 + 6)(𝑟 + 2)𝐶4

=
−1

(𝑟 − 2)𝑟(𝑟 + 2)2(𝑟 + 4)(𝑟 + 6)
𝐶0 

 یكون على الصورة   rوبالتالي فأن الحل بدلالة 

𝑦(𝑥, 𝑟,𝐶0) = 𝐶0𝑥𝑟 �1 −
1

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2) 𝑥
2

+
1

(𝑟 − 2)𝑟(𝑟 + 2)(𝑟 + 4) 𝑥
4

−
1

(𝑟 − 2)𝑟(𝑟 + 2)2(𝑟 + 4)(𝑟 + 6) 𝑥
6 + ⋯� 

 

فان كل  r=0فان كل المعاملات تكون معرفة لكن عند وضع  r=4نلاحظ عند وضع 

 تكون غیر معینة (غیر محددة ) لذلك نضع  𝑥4المعاملات بدءا من معامل 

𝐶0 = 𝑏0𝑟 ⟸ 𝐶0 = 𝑏0(𝑟 − 0) 

 نحصل 

𝑦� = 𝑏0𝑟𝑥𝑟 �𝑟 −
𝑟

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2) 𝑥
2 +

1
(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)(𝑟 + 4) 𝑥

4

−
1

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)2(𝑟 + 4)(𝑟 + 6) 𝑥
6 + ⋯� 

 ھو  الأولویكون الحل  

𝑦1 = 𝑦�|𝑟=0 
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= 𝑏0 �−
1

16
𝑥4 +

1
(16)(12)

𝑥6− −⋯� 

𝜕𝑦�
𝜕𝑟

= 𝑦�1𝑛𝑥

+ 𝑏0𝑥𝑟 �1

− �
1

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)

−
𝑟

(𝑟 − 2)2(𝑟 + 2)
𝑟

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)2� 𝑥
2

− �
1

(𝑟 − 2)2(𝑟 + 2)(𝑟 + 4)

+
1

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)2(𝑟 + 4)

+
1

(𝑟 − 2)(𝑟 + 2)(𝑟 + 4)� 𝑥
4 + ⋯� 

 ویكون الحل الثاني ھو  

𝑦2 =
𝜕𝑦�
𝜕𝑟�𝑟=0

= 𝑦11𝑛𝑥

+ 𝑏0 �1 − �
−1
4 � 𝑥2 − �

1
32

+
−1
32

+
−1
64�

𝑥4+. . � 

= 𝑦11𝑛𝑥 + 𝑏0 �1 +
1
4
𝑥2 +

1
64�

𝑥4 + ⋯ 

 ویكون الحل العام  

𝑦 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2 



 
۲٥ 

 

 على ذلك فأن  

𝑦 = (𝐴 + 𝐵1𝑛𝑥)�
−𝑥4

16
+

𝑥6

192
−⋯� + 𝐵(1 +

𝑥2

4
+
𝑥4

64
+. . ) 

 ثابتان اختیاریان  A,Bحیث 

 مثال : اثبت ان حل المعادلة التفاضلیة 

𝑥𝑦′′ + 𝑦′ − 𝑦 = 0 

 یمكن كتابتھ على الصورة  

𝑦 = (𝐴 + 𝐵1𝑛𝑥)�
𝑥𝑛

(𝑛!)2

∞

𝑛=0

− 2𝐵�
𝑥𝑛

(𝑛!)2

∞

𝑛=0

𝐻𝑛 

 الحل : 

 نقطة شاذة  x=0حیث 

lim
𝑥→0

𝑥
𝑥

= 1 ,   lim
𝑥→0

−𝑥2

𝑥
= 0, 

X=0∴    نقطة شاذة منتظمة 

 نفترض ان الحل على الصورة 

𝑦 =  �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة المعطاة 
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�𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟
∞

𝑛=0

+ �𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟 −�𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟 = 0
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

𝑦1(𝑥, 𝑟) =  �1 +
1

(𝑟 + 1)2
𝑥 +

1
(𝑟 + 1)2(𝑟 + 1)2

𝑥2

+
1

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 1)2(𝑟 + 3)2
𝑥3

+
1

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 1)2(𝑟 + 3)2(𝑟 + 4)2
𝑥4 + ⋯� 

∴ 𝑦1 = 𝑦1(𝑥, 𝑟)|𝑟=0 = 1 +
𝑥

(1!)
+

𝑥2

(2!)2
+

𝑥3

(3!)2
+

𝑥4

(4!)2
+ ⋯

= �
𝑥𝑛

(𝑛!)2
𝑛=0

 

 ثاني ھو ویكون الحل ال 

𝑦2(𝑥, 𝑟) =
𝜕𝑦1(𝑥, 𝑟)

𝜕𝑟

= 𝑥𝑟1𝑛𝑥 �1 +
1

(𝑟 + 1)2
𝑥

1
(𝑟 + 1)2(𝑟 + 2)2

𝑥2 + ⋯� 

+𝑥𝑟 �
−2

(𝑟 + 1)3�
𝑥−2 �

1
(𝑟 + 1)3(𝑟 + 1)2

+
1

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 1)3�
𝑥2

− 2 �
1

(𝑟 + 1)3(𝑟 + 1)2(𝑟 + 3)2
+

1
(𝑟 + 1)2(𝑟 + 2)2

+
1

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)3
𝑥3 … � 
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𝑦2(𝑥, 𝑟) = 𝑦11𝑛𝑥

− 2𝑥𝑟 �
𝑥

(𝑟 + 1)2
1

(𝑟 + 1)

+
𝑥2

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 1)2 �
1

𝑟 + 1
+

1
𝑟 + 1�

+
𝑥3

(𝑟 + 1)2(𝑟 + 2)2(𝑟 + 3)3 �
1

𝑟 + 1
+

1
𝑟 + 2

+
1

𝑟 + 3�
+ ⋯� 

𝑦2 = 𝑦2(𝑥, 𝑟)|𝑟=0
= 𝑦11𝑛𝑥

− 2 �
𝑥

(1!)
1
1

+
𝑥2

(2!)2 �
1
1

+
1
2�

+
𝑥3

(2!)2 �
1
1

+
1
2

+
1
3�

+. . � 

 اي ان  

= 𝑦11𝑛𝑥 − 2 �
𝑥𝑛

(𝑛!)2
𝑛=0

�
1
𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 على ذلك فان حل المعادلة یمكن كتابتھ على الصورة 

𝑦 = (𝐴 + 𝐵1𝑛𝑥)�
𝑥𝑛

(𝑛!)2
𝑛=0

− 2𝐵�
𝑥𝑛

(𝑛!)2
𝑛=0

𝐻𝑛 

𝐻𝑛ثابتان اختیاریان،  A,Bحیث  = ∑ 1
𝑘

𝑛
𝑘=1 
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 الفصل الثالث

 كبیرة جدا xحل المعادلة التفاضلیة في متسلسلة القوى في حالة  أیجاد

′′𝑃0(𝑥)𝑦لتكن لدینا         + 𝑃1(𝑥)𝑦1 + 𝑃2(𝑥)𝑦 = 0          (1) 

و كانت  Xاي لقیم محدود للمتغیر  x=0ولتكن  x=aفي حالة متسلسلة القوى بجوار 

x=0 . اما ان تكون نقطة عادیة او نقطة مفردة منتظمة 

نقطة مفردة غیر منتظمة ، نبحث عن الحل عندما تكون  x=0ماذا عن الحل اذا كانت 

x   كبیرة جدا ، نفرض ان𝑤 1
𝑥

 w=0ثم نعوض في المعادلة التفاضلیة اذا كانت  

  wسابقة ، حیث نلاحظ ان نقطة عادیة او مفردة منتظمة وتحل المعادلة ، بالطرق ال

نقطة عادیة ( مفردة  w=0كبیرة جدا ، ونقول اذا كانت  xصغیرة جدا ، تعنى ان 

) لھا نقطة عادیة ( مفردة ۱) فأن المعادلة (۱منتظمة) للمعادلة المحولة من (

 منتظمة)في اللانھایة . 

 xتحقق لقیم : اوجد حلول المعادلة التفاضلیة التفاضلیة التالیة التي  )۱-۳مثال (

 الكبیرة جدا . 

𝑥𝑦′′ + (3𝑥 − 1)𝑦′ + 𝑦 = 0              (1) 

 الحل : 

 نقطة شاذة  x=0حیث ان 

lim
𝑥→0

(3𝑥 − 1)
𝑥2

= −∞  

 نقطة شاذة غیر منتظمة  x=0اي ان 

 كبیرة جدا  xلایجاد الحلول بدلالة قیم 

 نضع 



 
۲۹ 

 

𝑤 =
1
𝑥
⇒ 𝑥 =

1
𝑤

 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑤

𝑑𝑤
𝑑𝑥

= −
1
𝑥2

𝑑𝑦
𝑑𝑤̀

= −𝑤2 𝑑𝑦
𝑑𝑤

 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

=
𝑑
𝑑𝑤 �

−𝑤2 𝑑𝑦
𝑑𝑤�

𝑑𝑤
𝑑𝑥

=
−1
𝑥2

�−𝑤2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑤2 − 2𝑤
𝑑𝑦
𝑑𝑤

�

= 𝑤4 𝑑
2𝑦

𝑑𝑤2 + 2𝑤3 𝑑𝑦
𝑑𝑤

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة المعطاه  

∴
1
𝑤2 �𝑤

4 𝑑
2𝑦

𝑑𝑤2 + 2𝑤3 𝑑𝑦
𝑑𝑤

� + �
3
𝑤
− 1� �−𝑤2 𝑑𝑦

𝑑𝑤�
+ 𝑦 = 0 

 او 

𝑤2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑤2 − 𝑤(1 − 𝑤)
𝑑𝑦
𝑑𝑤

+ 𝑦 = 0(2) 

 ) 2نقطة شاذة منتظمة للمعادلة ( w=0وعلى ذلك فان  

 ) ۱و بالتالي فأن النقطة عند اللانھایة تكون نقطة شاذة منتظمة للمعادلة (

𝑦نفترض ان  ∴ = ∑ 𝐶𝑛𝑤𝑛+𝑟∞
𝑛=0 ) 2حلا للمعادلة ( 

 ) فنحصل على 2بالتعویض في (

∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑤𝑛+𝑟 − ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑤𝑛+𝑟

+ ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑤𝑛+𝑟+1 + ∑𝐶𝑛𝑤𝑛+𝑟 = 0 

 بالصفر ( اقل اس في المعادلة )  𝑤𝑛+𝑟بمساواة مجموع معاملات 
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𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1) − 𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟) + 𝐶𝑛 + 𝐶𝑛−1(𝑛 + 𝑟 − 1)

= 0 

𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟 − 1)2 − 𝐶𝑛−1(𝑛 + 𝑟 − 1) = 0       (3) 

 n=0نضع 

∴ 𝐶0(𝑟 − 1)2 + 𝐶−1(𝑟 − 1) = 0 

𝐶0 اختیاریةو حیث  ≠ 0,𝐶−1 = 0 

(𝑟 − 1)2 =  ∴ و تكون المعادلة الدلیلیة                     0

∴ 𝑟 = 1,1 

 تنتج العلاقة التكراریة   ,) 3من المعادلة (

𝐶𝑛 =
1

𝑛 + 𝑟 − 1
𝐶𝑛−1,𝑛 ≥ 1 

∴ 𝐶1 =
−1
𝑟
𝐶0 

𝐶2 =
−1
𝑟 + 1

𝐶1 =
(−1)2

𝑟(𝑟 + 1)
𝐶0 

𝐶3 =
−1
𝑟 + 1

𝐶2 =
(−1)3

𝑟(𝑟 + 1)(𝑟 + 3)
𝐶0, … 

𝐶0باختیار  =  ومن ذلك ، فان   1



 
۳۱ 

 

𝑦1(𝑤, 𝑟) = 𝑤𝑟[1 −
1
𝑟
𝑤 +

(−1)2

𝑟(𝑟 + 1)𝑤
2

+
(−1)3

𝑟(𝑟 + 1)(𝑟 + 3)𝑤
3+.. 

 

𝑦1(𝑤, 1) = 𝑤[1 −
(−1)2𝑤2

2!
+

(−1)3𝑤3

3!
+ ⋯ ] 

= 𝑤�
(−1)𝑛

𝑛!
𝑤𝑛

𝑛=0

 

 للحصول على الحل الثاني توجد : 

𝜕𝑦1(𝑤, 𝑟)
𝜕𝑟

= 𝑦1(𝑤, 𝑟)1𝑛𝑤 + 𝑤𝑟[
1
𝑟2
𝑤 −

1
𝑟(𝑟 + 1) (

1
𝑟

+
1

𝑟 + 1
)𝑤2 

+
1

𝑟(𝑟 + 1)(𝑟 + 2) (
1
𝑟

+
1

𝑟 + 1
+

1
𝑟 + 2

𝑤3 … ) 

𝜕𝑦1(𝑤, 𝑟)
𝜕𝑟 �

𝑟=1
= 𝑦11𝑛𝑤 + 𝑤[

𝑤2

2! �
1 +

1
2�

+
𝑤3

3! �
1 +

1
2

+
1
3�

+.. 

𝐻𝑛و باعتبار ،   = ∑ 1
𝑘

𝑛
𝑘=1  فأن 

𝑦2 = 𝑦11𝑛𝑤 + 𝑤2[𝐻1 −
𝑤
2!
𝐻2 +

𝑤2

3!
𝐻3 −⋯ ] 

= 𝑦11𝑛𝑤 + 𝑤2�
(−1)𝑛−1𝑤𝑛−1

𝑛!
𝐻𝑛

∞

𝑛=1
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 ) ھو 2اي ان حل المعادلة (

𝑦 = (𝐴 + 𝐵1𝑛𝑤)�
(−1)𝑛

𝑛!
𝑤𝑛+1 − 𝐵�

(−1)𝑛

𝑛!
𝐻𝑛𝑤𝑛+1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

𝐻𝑛ثابتان اختیاریان  A,Bحیث  = ∑ 1
𝑘

𝑛
𝑘=1 

𝑦 = [𝐴 + 𝐵1𝑛 �
1
𝑥
��

(−1)𝑛𝑥−𝑛−1

𝑛!
𝐵�

(−1)𝑛𝐻𝑛𝑥−𝑛−1

𝑛!

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

] 

 ) : ۲-۳مثال (

′′4𝑥3𝑦حل المعادلة   + 6𝑥2𝑦′ + 𝑦 =  الكبیرة جدا . xلقیم  0

 الحل : 

 نقطة شاذة ، وعلى ذلك فأن  x=0نرى ان 

lim
𝑥→0

6𝑥2

4𝑥3
𝑥 =

6
4

=
3
2

 

 

lim
𝑥→0

1(𝑥 − 0)2

4𝑥3
= lim

𝑥→0

1
4𝑥

= ∞ 

 نقطة شاذة غیر منتظمة  x=0اي ان 

 لذلك نضع 

𝑤و على ذلك فان  = 1
𝑥

𝑥ومنھا   = 1
𝑤

 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑤

.
𝑑𝑤
𝑑𝑥

=
−1
𝑥2

𝑑𝑦
𝑑𝑤

= −−𝑤2 𝑑𝑦
𝑑𝑤
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𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

=
𝑑
𝑑𝑤

. = (−𝑤2 𝑑𝑦
𝑑𝑤

)
𝑑𝑤
𝑑𝑥

=
−1
𝑥2

(−𝑤2 𝑑
2𝑦
𝑑𝑥2

− 2𝑤
𝑑𝑦
𝑑𝑤

) 

= 𝑤4 𝑑
2𝑦

𝑑𝑤2 + 2𝑤3 𝑑𝑦
𝑑𝑤

 

 بالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على 

∴ 4
𝑤3 �𝑤4 𝑑2𝑦

𝑑𝑤2 + 2𝑤3 𝑑𝑦
𝑑𝑤
� + 6

𝑤2 (-2𝑤 𝑑𝑦
𝑑𝑤

)+= 0 

4𝑤
𝑑2𝑦
𝑑𝑤2 + 2

𝑑𝑦
𝑑𝑤

+ 𝑦 = 0 

 نقطة شاذة منتظمة  w=0وحیث نلاحظ ان  

 نفترض ان الحل 

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟𝐶𝑛 ≠ 0
∞

𝑛=0

 

𝑦′ = ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑤𝑛+𝑟 

𝑦′′ = ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑤𝑛+𝑟 

∴ 4∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑤𝑛+𝑟−1 + 2∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑤𝑛+𝑟−1

+ ∑𝐶𝑛𝑤𝑛+𝑟 = 0 

∴ 𝐶𝑛[4(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1) + 2(𝑛 + 𝑟)] + 𝐶𝑛−1 = 0 

𝐶𝑛[(𝑛 + 𝑟)(4𝑛 + 4𝑟 − 2)] + 𝐶𝑛−1 = 0                         (1) 

C-1  ،𝐶0حیث  ≠  n=0، بوضع  0
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𝐶0(𝑟)(4𝑟 − 2) = 0 ⇒ 𝑟 = 0 , 𝑟 =
1
2

 

 ) نحصل على 1من العلاقة الرجعیة (

𝐶𝑛 =
−1

(𝑛 + 𝑟)(4𝑛 + 4𝑟 − 2)𝐶𝑛−1,𝑛 ≥ 1 

 وبالتعویض في العلاقة التكراریة 

(𝑖)𝑟 = 0 

𝐶𝑛 =
−1

(4𝑛 − 2)𝐶𝑛−1 =
−1

2𝑛(2𝑛 − 1)𝐶𝑛−1 

𝐶1 =
−1
2.1

𝐶0   ,𝐶2 =
−1
3.4

𝐶1 =
(−1)2

4!
𝐶0 

𝐶3 =
−1
6.5

,𝐶2 =
(−1)2

6.54!
𝐶0, … 

 ویكون الحل ھو 

𝑦1(𝑤, 0) = 𝐶0[1 −
𝑤
2!

+
𝑤2

4!
−
𝑤3

6!
+ ⋯ 

(𝑖𝑖)𝑟 =
1
2

 

𝐶𝑛 =
−1

(𝑛 + 1
2
) �4𝑛 + 4. 1

2
− 2�

𝐶𝑛−1 ,𝑛 ≥ 1 

=
−1

(2𝑛 + 1)(2𝑛)
𝐶𝑛−1 
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𝐶1 =
−1
2.3

𝐶0  ,𝐶2 =
−1
4.5

𝐶1 ==
(−1)2

5!
𝐶0 

𝐶3 =
−1
6.7

𝐶2 =
(−1)2

7!
𝐶0 

 ویكون الحل الثاني 

𝑦2 = 𝐶0𝑤
1
2[1 −

𝑤
3!

+
𝑤2

5!
−
𝑤3

7!
+ ⋯ ] 

 یكون حل المعادلة الاصلیة ھو  C0=1وبأخذ  

𝑦 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2 

= 𝐴 �1 −
𝑥−1

2!
+
𝑥−2

4!
−
𝑥−3

6!
+ ⋯� + 𝐵𝑥−

1
2[+1 −

𝑥−1

3!
+
𝑥−2

5!

−
𝑥−3

7!
+ ⋯ ] 

 ثابتان اختیاریان  A,Bحیث 

𝑥: اثبت ان ) ۳-۳مثال ( =  نقطة شاذة منتظمة للمعادلة  ∞

𝑥2𝑦′′ + 4𝑥𝑦′ + 2𝑦 = 0             (1) 

 الحل : 

𝑥لیكن  = 1 𝑡⁄  اي𝑡 = 1 𝑥⁄  و منھا𝑑𝑡
𝑑𝑥

= − 1
𝑥2�                )۲ ( 

 و بذلك یكون 

𝑦′ =
𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑡

.
𝑑𝑡
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑡 �

−
1
𝑥2�

= −𝑡2
𝑑𝑦
𝑑𝑡

          (3) 
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𝑦′′ = �−𝑡2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

− 2𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡�

(−𝑡2) = 𝑡4
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

+ 2𝑡3
𝑑𝑦
𝑑𝑡

  (4)         

 ) الى 1و بذلك تؤل المعادلة (

1
𝑡2
�𝑡4

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

+ 2𝑡3
𝑑𝑦
𝑑𝑡
� +

4
𝑡 �
−𝑡2

𝑑𝑦
𝑑𝑡�

+ 2𝑦 = 0 

 او

𝑡2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

− 2𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡

+ 2𝑦 = 0          (5) 

𝑥نقطة شاذة منتظمة و على ذلك فان  t=0و فیھا نرى ان  =  نقطة شاذة منتظمة.  ∞

 اوجد حل المعادلة   ) :٤-۳مثال (

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 6𝑦 = 0 

𝑥في صورة متسلسلة القوى حول  = ∞  . 

 الحل : لدینا 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 6𝑦 = 0         (1) 

𝑥بوضع   = 1
𝑡
∴ 𝑡 = 1

𝑥
    , 𝑑𝑡

𝑑𝑥
= −1

𝑥2
               (2) 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

== −𝑡2
𝑑𝑦
𝑑𝑡

                                                   (3) 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

= 𝑡2 �2𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡

+ 𝑡2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2�

                                     (4) 

 نحصل على  (1)بالتعویض في  



 
۳۷ 

 

𝑡2(𝑡2 − 1)
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

+ 2𝑡3
𝑑𝑦
𝑑𝑡

+ 6𝑦 = 0                         (5) 

نقطة شاذة منتظمة ( تاكد من ذلك؟) ، وعلى ذلك نفترض ان حل  t=0 نرى ان

 على الصورة  (5)المعادلة 

𝑦 = �𝐶𝑛𝑡𝑛+𝑟 ,𝐶0 ≠ 0 
∞

𝑛=0

                             (6) 

بالصفر نحصل على العلاقة  tبالتعویض في المعادلة و مساواة معامل اقل قوى 

 التكراریة 

(𝑛 + 𝑟 − 3)(𝑛 + 𝑟 + 2)𝐶𝑛 − (𝑛 + 𝑟 − 2)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝐶𝑛−2 = 0 

 نحصل على المعادلة الدلیلیة  n=0وبوضع  

𝐶0(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 

∴ 𝑟 = 3  , 𝑟 = −2 

 الجذران مختلفان والفرق بینھما عدد صحیح 

 من العلاقة التكراریة نجد ان 

𝐶𝑛 =
(𝑛 + 𝑟 − 2)(𝑛 + 𝑟 − 1)
(𝑛 + 𝑟 − 3)(𝑛 + 𝑟 + 2)𝐶𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

 من ذلك نرى ان 

𝐶1 = 𝐶3 = 𝐶5 = ⋯ = 0 

𝐶2 =
𝑟(𝑟 + 1)

(𝑟 − 1)(𝑟 + 4)
𝐶0 
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𝐶4 =
𝑟(𝑟 + 1)(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)

(𝑟 − 1)(𝑟 + 1)(𝑟 + 4)(𝑟 + 6)
𝐶0 

=
𝑟(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)

(𝑟 − 1)(𝑟 + 4)(𝑟 + 6)
𝐶0 

 وھكذا ، وبذلك یكون الحل على الصورة 

𝑦 = 𝑡𝑟𝐶0[1 +
𝑟(𝑟 + 1)

(𝑟 − 1)(𝑟 + 4) 𝑡
2 +

𝑟(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)
(𝑟 − 1)(𝑟 + 4)(𝑟 + 6) 𝑡

4

+ ⋯                                       (7) 

𝐶0(7)في  r=3بوضع  =  نحصل على الحل الاول  , 1

𝑦1𝑡3[1 +
3.4
2.7

𝑡2 +
𝑟(𝑟 + 2)(𝑟 + 3)

(𝑟 − 1)(𝑟 + 4)(𝑟 + 6) 𝑡
4 + ⋯            (7) 

 نحصل على الحل الاول  C0=1،  (7)في  r=3بوضع 

𝑦1𝑡3 �1 +
3.4
2.7

𝑡2 +
3.5.6
2.7.9

𝑡4 + ⋯� 

 نحصل على الحل الثاني  C0=1،  (7)في  r=-2و یوضع 

𝑦1 = 𝑡−2[1 −
𝑡2

3
] 

 ھو  (5)و یكون الحل العام للمعادلة 

𝑦 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2 

A𝑡3 �1 +
3.4
2.7

𝑡2 +
3.5.6
2.7.9

𝑡4� +
𝐵
𝑡2

[1 −
𝑡2

3
]  

 اي ان 
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𝑦 =
𝐴
𝑡3 �

1 +
3.4
2.7

1
𝑥2

+
3.5.6
2.7.9

1
𝑥4�

+ 𝐵𝑥2[1 −
1

3𝑥2
]  

 ثابتان اختیاریان  A,Bحیث 

ملاحظة : قد تكون المعادلة التفاضلیة في صورة معادلة اویلر . و لذلك بعد  •

في جمیع الحدود متساویة  xالتعویض .... في شكل متسلسلة نجد ان قوى 

𝑐𝑛والتي ینتج ان  = 0,𝑛 ≥  والطریقة تتضح في المثال الاتي : 1

دلة للمعا x=0): استخدم طریقة فروبنیوس لایجاد الحل بالقرب من ٥-۳مثال(

′′𝑥2𝑦التفاضلیة   − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0              

 نقطة شاذة منتظمة (تأكد من ذلك؟)  x=0نقطة 

 نفرض ان الحل على الصورة 

𝑦 = �𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟      , 𝐶0 ≠ 0
∞

𝑛=0

 

∴ 𝑦′ = ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟 ,𝑦′′ = ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟 

 بالتعویض في المعادلة المعطاة نحصل على 

∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)(𝑛 + 𝑟 − 1)𝑥𝑛+𝑟 − ∑𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟)𝑥𝑛+𝑟 + ∑𝐶𝑛𝑥𝑛+𝑟

= 0 

بالصفر ، نجد   xمتساویة . وبمساواة معامل اقل قوى للمتغیر  xنلاحظ ھنا ان قوى 

 ان 

𝐶𝑛[𝑛 + 𝑟) − (𝑛 + 𝑟 − 1) − (𝑛 + 𝑟) + 1] = 0 

𝐶𝑛(𝑛 + 𝑟 − 1)2 = 0          (1) 



 
٤۰ 

 

 نحصل على المعادلة الدلیلیة  (1)في  n=0ویوضع 

𝐶0(𝑟 − 1)2 = 0          ,𝐶0 ≠ 0  

∴ 𝑟 = 1,1 

 ) نجد ان ۱في ( r=1الجذران متساویان . و یوضع  

𝐶𝑛𝑛2 = 0 

𝑛لكل  C0=0 و التي تؤدي الى ان ≥  وبالتالي یكون الحل على صورة  1

𝑦 = 𝑥𝑟 �𝐶𝑛𝑥𝑛 = 𝑥𝑟[𝐶0 + 0] = 𝑥𝑟     ,𝐶0 = 1  
∞

𝑛=0

 

 ویكون الحل الاول ھو 

𝑦1 = 𝑦(𝑥, 𝑟)|𝑟=1 = 𝑥 

   ویكون الحل الثاني ھو

𝑦2 =
𝜕𝑦(𝑥, 𝑟)
𝜕𝑟 �

𝑟=1
= 𝑥𝑟1𝑛𝑥𝑟 = 1 = 𝑥1𝑛𝑥        

 و بذلك یكون الحل العام للمعادلة المعطاة على الصورة  

𝑦 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥1𝑛𝑥 

 ثابتان اختیاریان . B,Aحیث 

 ملاحظات : یمكن استخدام العلاقة :  •

𝑦2 = 𝑦1.�
−∫ 𝑥 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑎2(𝑠)

𝑦12
𝑑𝑥 



 
٤۱ 

 

 ة و لذلك ففي المثال السابق یكون في ایجاد الحل الثاني في ھذه الحال 

𝑦2 = 𝑥�
−∫ 𝑥 −𝑠 

𝑠2
𝑑𝑠

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑒1𝑛𝑥
𝑥2

𝑑𝑥 = 𝑥∫
𝑥
𝑥2
𝑑𝑥 = 1𝑛𝑥 

 ھما مما یلي المعادلة التفاضلیة  a1(x)=-x  ،a2(x)=-x2حیث 

𝑎2(𝑥)𝑦′′ + 𝑎1(𝑥)𝑦′ + 𝑦 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
٤۲ 
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