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 الاهذاء

 وادي الاياَح وَظح الايح انً َثٍ انشحًح و َىس انؼانًٍُ سُذَا يحًذ )ص(انً يٍ تهغ انشسانح 

 الى من كلله الله بالهٌبة و الوقار الى من علمنً العطاء بدون انتظار 

الى من احمل اسمه بكل افتخار ارجو من الله ان ٌمد فً عمره لٌرى ثمار قد حان 

بها الٌوم و فً الغد و الى  قطافها بعد طول انتظار و ستبقى كلماته نجما اهتدي

 الابد )والدي العزٌز(

الً ملاكً فً الحٌاة الى سر الوجود الى من كان دعائها سر نجاحً الى التً 

 حنتها الاٌام من اجل رعاٌتً )والدتً العزٌزة( 

الى من رافقونا منذ ان حملنا حقائب صغٌرة ومعا سرنا الدرب خطوة بخطوة 

 ) اخوتً واخواتً (ومازالو ٌرافقونً حتى الان 

انً يٍ ذحهى تالاخاء و ذًُضوا تانىفاء انً َُاتُغ انظذق انظافٍ انً يٍ يؼهى سؼذخ 

 وتشفمرهى سشخ فٍ دسوب انحُاج )اطذلائٍ(
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 انشكش وانرمذَش

 

 فاٌ نى ذسرطغ فاحة انؼهًاء"111فاٌ نى ذسرطغ فكٍ يرؼهًا  111"كٍ ػانًا 

تاَجاص هزا انثحث َحًذ ػض وجم ع َؼًره انرٍ يُا تها ػهُُا فهى انؼهٍ تؼذ سحهح تحث واجرهاد ذكهم 

 انمذَش

كًا لاَسؼٍُ الا اٌ اخض تاسًً ػثاساخ انشكش وانرمذَش انذكرىس احساٌ جثاس كاظى نًا لذيه نٍ يٍ 

 جهذ وَظح ويؼشفح طُهح اَجاص هزا انثحث .
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 انًسرخهض.

رْبٗىْب فٜ ٕزا اىجذث دساسخ ثؼغ اىَْبرج اىزظبدفٞخ ىَسبىخ اىَْ٘ الادٞبئٜ دٞث قذٍْب ٍؼبدلاد 

رفبػيٞخ رظبدفٞخ رظف اىَْ٘ الادٞبئٜ ثذلا ٍِ اىَؼبدلاد اىزفبػيٞخ اىذزَٞخ. دٞث رنُ٘ الاٗىٚ امثش 

 ّٞخ .دقخ ٗ ٗاقؼٞخ ٍِ اىثب
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 يمذيح

ٝؼزجش اىَْ٘ الادٞبئٜ ٍِ اىَسبئو اىََٖخ فٜ دٞبح الاّسبُ ٗ اىنبئْبد اىذٞخ ثشنو ػبً. ىزىل قَْب 

ثذساسخ ٕزا اىَ٘ػ٘ع اىَثٞش ىلإزَبً ثبسزخذاً َّبرج رظبدفٞخ ثذلا ٍِ اىَْبرج اىذزَٞخ. دٞث رنُ٘ 

رسبػذّب فٜ اىزجإ ثَْ٘ اىنبئْبد اىذٞخ ػيٚ اىَذٙ اىجؼٞذ ثشنو اىَْبرج اىزظبدفٞخ امثش دقخ ٗ ٗاقٞؼخ ٗ 

 دقٞق.

 ٝزنُ٘ اىجذث ٍِ ثلاثخ فظ٘ه.

  بعض المفاهٌم الأساسٌة فً نظرٌة القٌاسرْبٗه اىفظو الاٗه 

اما الفصل الثانً فتناول التكاملات التصادفٌة  مع بعض الامثلة التً توضح كٌفٌة اجراء 

 المعادلات التصادفٌة.التكاملات التصادفٌة و حل 

 اما الفصل الثالث و الاخٌر , فقد تناول بعض النماذج التصادفٌة التً تصف النمو الاحٌائً. 
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 الأولالفصل 

 فً نظرٌة القٌاس الأساسٌةفاهٌم بعض الم

  Space Measure فضاء القٌاس 1.1

ةِ الأ الأساسٌةَ  والمفاهٌمَ  التعارٌفَ  مِنْ  البعض بتَذْكٌر نَبْدأ   دعنا نظرٌة القٌاس التً تنفعنا فً  وليٌ

 .فً دراسة هذا المقرر

 (   filedتعرٌف ) الحقل المتكامل  1.1.1

 إذا (field)حقل  ℱ. تسمى العائلة Ωعائلة مجموعات جزئٌة من مجموعة  ℱلتكن       

 :الآتٌةتحققت الشروط 

(a) Ω  ℱ. 

(b) كانت  إذا  ℱ  فان ,    ℱ  حٌث (    Ω   ). 

(c) كان  إذا           ℱ  فان⋃   
 
    ℱ. 

 :الآتًبالشرط  (c)استبدلنا الشرط  إذا

(d) كان  إذا        ℱ  فان⋃   
 
    ℱ. 

 .(field  ) حقل متكاملاو    حقل من النمط  ℱفعندئذ تسمى العائلة 

 .ملاحظة 1.1.2 

 فان  Ωحقل )حقل متكامل( على  ℱاذا كان              

(a) ∅  ℱ. 

(b)  اذا كان           ℱ فان ⋂   
 
    ℱ ( اذا كان         ℱ   فان

⋂   
 
    ℱ.) 
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  أمثلة 1.1.3

(a)  لتكنΩ  مجموعة غٌر خالٌة ولتكنℱ  عائلة كل المجموعات الجزئٌة منΩ  هذا (

ℱٌعنً ان    Ω فان )ℱ  حقل متكامل علىΩ  و هو اكبر حقل متكامل علىΩ. 

(b)  لتكنΩ   مجموعة غٌر خالٌة فان العائلةℱ   ∅ Ω    تكون حقل متكامل علىΩ 

 .Ωوهو اصغر حقل متكامل على 

(c)  لتكنΩ مجموعة غٌر خالٌة جزئٌة فعلٌة من   و لتكن   مجموعة غٌر خالٌةΩ  هذا (

∅)ٌعنً     Ω)  فان العائلةℱ   ∅       Ω    اصغر حقل متكامل ٌحتوي . 

 ترمٌز 1.1.4

اصغر حقل متكامل ٌحتوي  إن, Ωعائلة من المجموعات الجزئٌة من   لتكن         

 . اصغر حقل متكامل على  أحٌاناوٌسمى      ٌرمز له بالرمز   عناصر 

 أمثلة 1.1.5

(a)  لتكنΩ  لتكن  الحقٌقٌة  الأعدادمجموعة .ℱ  عائلة تحتوي على جمٌع الاتحادات

من الٌمٌن لها الشكل  -الفترات شبه المغلقة إنمن الٌمٌن ) -المنتهٌة للفترات شبه المغلقة

    ]                        

. هذا       شبه مغلقة من الٌمٌن لـ       من اجل الملائمة سنعتبر الفترة 

[     الافتراض ضروري لان   ℱ واذا كان ,ℱ  حقلا فٌجب ان تنتمً المكملة

متحققة. وعلٌه  1.1.1من تعرٌف  (c)-(a)الشروط  إننبٌن  أن. ٌمكن (ℱالى       

 )        لا تمثل حقلا متكاملا لان  ℱحقلا. لكن  ℱتكون العائلة 

 
)]  ℱ  لكل

⋃وان             
 
          ℱ. 

(b)  لتكنΩ   مجموعة الأعداد الحقٌقٌة الموسعة ̅ عائلة الاتحادات  إن. [      

حقلا  تلٌس هالكن ̅ على  تكون حقلالمنفصلة المنتهٌة من الفترات شبه مغلقة من الٌمٌن 

 هنا الفترات التً تكون شبه مغلقة من الٌمٌن ٌكون لها الشكل  متكاملا.

                    ]      ̅                 
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[     من اجل الملائمة سنعتبر الفترة  شبه مغلقة من          ̅     

[    ) فً هذه الحالة هذا الافتراض ضروري لان .      الٌمٌن لـ   ℱ 

 .ℱ إلىتنتمً  [     وعلٌه ٌجب ان تكون المكملة 

 ترمٌز  1.1.6

على     . سنعرف العائلة  Ω  وان  Ωعائلة مجموعات جزئٌة من   كانت  إذا       

,  اصغر حقل متكامل على  ℱ     . اذا كان               النحو 

 سنفرض ان 

        ℱ    

)    على   اصغر حقل متكامل من المجموعات الجزئٌة من          إنحٌث 

 (.Ωتعتبر المجموعة الشاملة بدلا عن    إن آخربمعنى 

 تعرٌف  1.1.7

فضاء قابل للقٌاس   Ω ℱ . ٌسمى الزوج Ωحقل متكامل على المجموعة  ℱلتكن          

(measurable space) وفً هذه الحالة نسمً عناصر .ℱ .مجموعات قابلة للقٌاس 

 تعرٌف 1.1.8

ℱ  فضاء قابل للقٌاس. تسمى الدالة   Ω ℱ لٌكن           على  (measure)قٌاس  ̅  

ℱ كان  إذا 

(a)         لكل  ℱ. 

(b) من المجموعات المنفصلة مثنى مثنى ) متتابعة منتهٌة او غٌر منتهٌة      كانت  إذا

⋃  فان  ℱفً  (   لكل  ∅       إن أي      ∑       . 

(Ω) كان  إذا فً هذه  .(probability measure)قٌاس احتمالً   . فنسمً   

 . بـالرمز   الحالة نرمز لـ 
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 تعرٌف  1.1.9

مجموعة غٌر  Ωحٌث     Ω ℱ هو الثلاثً   (measure space)فضاء القٌاس  إن      

قٌاس   كان  إذا .ℱقٌاس على    إنو  Ωحقل متكامل من مجموعات جزئٌة من   ℱخالٌة, 

    Ω ℱ نكتب وفً هذه الحالة  .ٌسمى فضاء احتمالً    Ω ℱ احتمالً فان الثلاثً 

و تسمى  (sample space) العٌنةفضاء  Ωللدلالة على الفضاء الاحتمالً وعندها تسمى 

ً الفصل القادم بشًء من وسندرس الفضاءات الاحتمالٌة ف (events)حوادث  ℱعناصر 

 التفصٌل.

 تعرٌف 1.1.10

. فان اصغر حقل متكامل من مجموعات جزئٌة  مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  Ωلتكن            

احتوى على كل الفترات من  إذا ( Borel   field)حقل بورٌل المتكامل ٌسمى   من 

وتسمى عناصره      وٌرمز لهذا الحقل المتكامل بالرمز  .     حٌث  [    الصٌغة 

 .(Borel setsمجموعات بورٌل ) 

 ملاحظات 1.1.11

(a) هو اصغر حقل متكامل ٌحتوي على كل الفترات فً       إن . 

(b) وهذا ٌتزامن مع                  , فان       كانت  إذا .

            . 

 تعرٌف  1.1.12

Ω لٌكن كل من           
 
 ℱ    و Ω

 
 ℱ    فضاء قابل للقٌاس. تسمى الدالة

   Ω
 
 ℱ    Ω

 
 ℱ    قابلة للقٌاس دالة( measurable function)  اذا كان

       ℱ   لكل  ℱ . 

 قضٌة 1.1.13

Ω   تكون الدالة         
 
 ℱ    Ω

 
 ℱ    قابلة للقٌاس اذا وفقط اذا كان       

ℱ   عائلة مجموعات جزئٌة من   حٌث     لكلℱ   تحقق     ℱ . 
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 ملاحظة 1.1.14

Ω   اذا كانت         
 
 ℱ    Ω

 
 ℱ    دالة قابلة لقٌاس فهذا لا ٌؤدي الى ان

     ℱ   لكل  ℱ . 

 تعرٌف 1.1.15

(Ω ℱ)     تسمى الدالة       قابلة للقٌاس بورٌلٌا  (  ̅     ̅ )  (        ) 

(Borel measurable)  اذا كانت قابلة للقٌاس بالنسبة الىℱ  او        و (   ̅  ). 

 تعرٌف  1.1.16

(Ω ℱ)  تسمى الدالة          اذا كانت قابلة للقٌاس  (simple)بسٌطة  (  ̅     ̅ ) 

دالة بسٌطة اذا كان   او بشكل مكافئ تكون  بورٌلٌا و تاخذ عدد منتهً فقط من القٌم المختلفة.

∑بالامكان كتابتها على شكل مجموع منتهً       

 
و  ℱمجموعات منفصلة فً    حٌث     

   ان 
 مختلفة.   , لٌس بالضرورة ان تكون   الدالة الممٌزة للمجموعة  

 قضٌة  1.1.17

Ω    اذا كان كل من         
 
 ℱ    Ω

 
 ℱ    و   Ω

 
 ℱ    Ω

 
 ℱ    دالة

Ω     قابلة للقٌاس فان 
 
 ℱ    Ω

 
 ℱ   .دالة قابلة للقٌاس 
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  Discrete Probability Spacesالفضاءات الاحتمالٌة المتقطعة 1.2

مجموعة منتهٌة او مجموعة غٌر منتهٌة قابلة للعد, فلا تظهر  Ωاذا كان فضاء العٌنة      

ونبنً  Ωعلى انها مجموعة كل المجموعات الجزئٌة من  ℱصعوبة القٌاس النظرٌة. ناخذ 

 الاحتمالات بالطرٌقة القانونٌة الاتٌة:

Ωلتكن  . اذا كانت 1أعداد غٌر سالبة مجموعها ٌساوي         ولتكن            

  Ω رف نع 

     ∑   

    

 

 بصورة خاصة,

         

احتمالات النقاط المفردة من  بإضافةببساطة   قٌاس احتمالً, وتحسب احتمالٌة الحادثة   فان 

 . 

  , وان Ωتحتوي على جمٌع المجموعات الجزئٌة من  ℱمجموعة قابلة للعد, فان  Ωكانت  إذا

 Discrete)فضاء احتمالً متقطع     Ω ℱ , فٌسمى الثلاثً أعلاهمعرف كما مر 

Probability Space) . 

Ωنظرٌة الاحتمال الكلاسٌكٌة تتعامل مع حالة خاصة عندها ٌكون  إن               

   وان 
 

 
 . فً هذه الحالة,         , حٌث   

     
  عدد  نقاط   

   Ω عدد  نقاط
 

  المطلوبة ونقسمها على النتائج الكلٌة.نقوم بعد عدد النتائج       لإٌجادوعلٌه 

 تعرٌف  11.2.

(a)  بأنهما مستقلتان اذا كان    و   ٌقال لحادثتٌن               . 

(b) * ٌقال عن حقلٌن متكاملٌنℱ  لكل  مستقلان   و   بانهما مستقلان اذا كان    و  ℱ 

 .   و 
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 تعرٌف  21.2.

 وقعة ٌعرف على النحو  عندما تكون الحادثة   ان الاحتمال الشرطً لوقوع الحادثة        

       
      

    
         

 تعرٌف 31.2.

هو     Ω ℱ على الفضاء الاحتمالً     (random variable)المتغٌر العشوائً        

(Ω ℱ)  . ونكتب  الى  Ωلٌا من دالة قابلة للقٌاس بورٌ  (      ) . 

, ٌقال   ان ٌاخذ القٌمتٌن   فً بعض المواضع ٌكون من الملائم ان نسمح للمتغٌر العشوائً 

اذا كان دالة قابلة للقٌاس  (extended random variable)متغٌر عشوائً موسع    ان 

(Ω ℱ)  . ونكتب ̅ الى  Ωلٌا من بورٌ  ( ̅    ̅ ) . 

 تعرٌف  41.2.

هو    فالقٌاس الاحتمالً المتولد بواسطة    Ω ℱ متغٌر عشوائً على   اذا كان        

 المعطى على النحو       على    القٌاس الاحتمالً 

                           

بمعنى انها تزودنا   تحدد كلٌا المتغٌر العشوائً        حٌث        الأعداد إن

ورمن المفٌد ان نعلم ان هذه المعلومات  . باحتمالات كل الحوادث التً تتضمن  ه بدوال مَأسْ 

 . الى   من  أحادٌة

 تعرٌف  .51.2

     هً الدالة   المتغٌر العشوائً  (distribution function)دالة توزٌع  إن      

 المعطاة بـ  [    الى   من 

.                     
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 ملاحظة 61.2.

, [                              ,     , لـ  إنبما      

 استلٌجس.-قٌاس لٌبٌك إلىمقابلة  دالة توزٌع  اذن 

 تعرٌف  71.2.

ٌاخذ   كان  إذا (simple)بسٌط   . نقول ان    Ω ℱ متغٌر عشوائً على   لٌكن       

منتهٌة   كانت مجموعة قٌم  إذا (discrete)عدد منتهً فقط من القٌم الممكنة, وٌسمى متقطع 

 او غٌر منتهٌة قابلة للعد.

 ملاحظة 81.2.

تتحدد كلٌا بواسطة الدالة الاحتمالٌة   متغٌر عشوائً متقطع, فان خواص   كان  إذا      

 , المعرفة على النحو   

                      

 ,واضح بشكل

      ∑      

   

 

 .  ما عدا عند       هذا المجموع معدود لان  إن

             ٌحدد بالمجموعة القابلة للعد  إنوعلٌه المتغٌر العشوائً المتقطع ٌمكن 

,      ) حٌث              من الاعداد الحقٌقٌة و مجموعة الاحتمال 

∑  .            تعمل كـ    , حٌث (     

 تعرٌف  .91.2

اذا  (absolutely continuous)مستمر بشكل مطلق   المتغٌر العشوائً  إنٌقال           

 بحٌث ان   قابلة للقٌاس بورٌلٌا على   وجد دالة قٌمة حقٌقٌة غٌر سالبة 

     ∫     
 

  
  ,      . 
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 .(density function)دالة كثافة  أو (density)كثافة   نسمً 

∫, ٌكون لدٌنا    عندما          إنبما      
 

  
    .  

  إنٌتبع    ع كثافة مستمر بشكل مطلق م  كان  إذا   

      ∫     
 

  ,        

 تعرٌف  101.2.

مستمرة   كانت دالة توزٌعه  إذا (continuous)مستمر   المتغٌر العشوائً  إنٌقال         

 .   لكل               كان  إذامستمر   وبشكل مكافئ ٌكون  . على كل 

 أمثلة 111.2.

 المهمة حول دوال الكثافة. الأمثلةسنعطً هنا بعض        

 :[    على  (uniform density)دالة الكثافة المنتظمة  (1)

     {

 

   
       

            
 

  (exponential density)دالة الكثافة الاسٌة  (2)

     {          
     

 

 .   حٌث 

  (Two-sided exponential density)دالة الكثافة الاسٌة ذات الجانبٌن  (3)

         | |     

  (normal density)دالة الكثافة الطبٌعٌة  (4)

     
 

√    
   * 

      

   
+          
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 ملاحظة 121.2.

       , لاحظ ان هذه المجموعة تمثل       بـ            سنختصر          

  . المتغٌر العشوائً  تأثٌرتحت         للمجموعة  الصورة العكسٌة

 .       بـ              بالمثل سنختصر 

 تعرٌف  131.2.

على فضاء  (dimensional random vector  )  المتجه العشوائً ذو البعد         

 .  الى  Ωهو تطبٌق قابل للقٌاس بورٌلٌا من     Ω ℱ الاحتمال 

 قضٌة 141.2.

Ω  اذا كان           على    هو دالة الاستقاط من    , حٌث        وان     

قابل لقٌاس    قابل للقٌاس بورٌلٌا اذا وفقط اذا كان   , فان   الفضاء الاحداثً ذي الدلٌل 

  . بورٌلٌا لكل 

من المتغٌرات           النونً المرتب وعلٌه ٌمكن ان نعتبر المتجه العشوائً هو      

 .العشوائٌة

 تعرٌف  151.2.

 (a)   متغٌرات عشوائٌة على         لتكن Ω ℱ    متغٌرات         . نقول بان

             لكل اذا كان  (independent random variables)عشوائٌة مستقلة 

 ٌكون لدٌنا 

                                   

 تعنً "و". وعلٌه                  ان الفارزة فً التعبٌر 

                                     . 

(b)  ًو حقل متكامل   ٌقال عن مغٌر عشوائℱ بانهما مستقلان اذا كان 
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 .ℱ  مجموعة جزئٌة من مجموعة الاعداد الحقٌقٌة وان   حٌث ان 

 ملاحظات 161.2.

(a)   لكل         متغٌرات عشوائٌة مستقلة فكذلك تكون         اذا كانت   . 

(b)  مع  2.1.15ان استقلالٌة المتغٌرات العشوائٌة الموسعة ٌمكن ان تعرف كما فً التعرٌف

  افترض ان. بالحقٌقة,  ̅   بالحقل المتكامل      استبدال الحقل المتكامل 

    Ω ℱ   Ω  ℱ   

حقل متكامل   ℱاي مجموعة اعتباطٌة وان   Ωحٌث ,          لكل  دالة عشوائٌة 

 دوال عشوائٌة مستقلة اذا كان         . فٌقال ان  Ωعلى 

                                   

 . ℱ       ℱ   لكل 

(c)  مجموعة اعتباطٌة. ٌقال ان   عائلة من الدوال العشوائٌة حٌث          لتكن

 مستقلة.            اذا كانت اي عائلة جزئٌة منتهٌة          

 مبرهنة 171.2.

دالة توزٌع المتغٌر    . لتكن    Ω ℱ متغٌرات عشوائٌة على         لتكن          

  دالة توزٌع المتجه العشوائً   و لتكن           لكل    العشوائً 

 مستقلة اذا وفقط اذا كان         . فتكون المتغٌرات العشوائٌة          

                                    

   Mathematical Expectationالتوقع الرٌاضً  1.3

مع الاحتمالات         , ٌاخذ القٌم    Ω ℱ متغٌر عشوائً بسٌط على   اذا كان 

عدد كبٌر   من المرات, حٌث ان   . اذا اعٌدت تجربة عشوائً بشكل مستقل        

   ما ٌقارب     القٌمة   المتغٌر العشوائً  سٌأخذجدا, 
من المرات, لذلك سٌكون الوسط  

 من المشاهدات   فً   الحسابً لقٌم 
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[   

      
        

  ]  ∑     

 

   
 

ٌمثل على النحو   اذا كان  . هذا شكل معقول للقٌمة المتوسطة للمتغٌر العشوائً  تقرٌبا.

∑      

 
, فٌمكن ان نمثل القٌمة ℱالحقل المتكامل مجموعات منفصلة فً    , حٌث ان     

∑المتوسطة على النحو         
 
∫, التً هً      

Ω
  .  

 تعرٌف 11.3.

(a)  متغٌر عشوائً مستمر على   اذا كان Ω ℱ    توقع فان(expectation)  المتغٌر

 ٌعرف على النحو  العشوائً 

     ∫  
Ω

   

 .      قابل للتكامل اذا كان   لذلك ٌقال ان  بشرط ان التكامل موجود.

(b) متغٌر عشوائً مستمر على   كان  إذا Ω ℱ    توقع  فان(expectation)  المتغٌر

 ٌعرف على النحو  العشوائً 

     ∑           

  Ω

 

 المجموع موجود. إنبشرط 

(c) اٌن إن تب(variance)  ًٌعرف على النحو   المتغٌر العشوائ 

        *(      )
 
+             ]  

 مبرهنة 21.3.

لكل      . اذا كان    Ω ℱ متغٌرات عشوائٌة مستقلة على         لتكن           

 .           موجود وٌساوي            , فان   لكل         او   
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 تعرٌف 31.3.

منتهً        إنبتوقع منتهً, ونفترض كذلك متغٌران عشوائٌان   و   لٌكن          

-ٌمتلكان عزم ثانً منتهً, فحسب متراجحة كوشً  و   كان  إذا) بصورة خاصة,  أٌضا

للمتغٌرٌن  (covariance)فان التباٌن المشترك  (أٌضامنتهً       شوارتز ٌكون 

 ٌعرف على النحو   و   العشوائٌٌن 

           [(      )(      )]                 

 ملاحظة 41.3.

لكن العكس لٌس صحٌحا             كان المتغٌران العشوائٌان مستقلان, فان  إذا      

 .(  و   هً التوزٌع المنتظم بٌن   حٌث                تأملدائما ) 

 مبرهنة 51.3.

وان         لكل         متغٌرات عشوائٌة حٌث         كانت  إذا       

 (    )  , فان    وان     لكل    

             ∑    

 

   

     ∑           

 

     
   

 

متغٌرات عشوائٌة مستقلة عن بعضها البعض فان         كانت  إذاوعلٌه 

   (     )  , وبالنتٌجة ٌكون لدٌنا    لكل    

             ∑    

 

   

    

 

  Conditional Expectationالتوقع الشرطً  4.1

, نسال عن    Ω ℱ متغٌران عشوائٌان على   و    التوقع الشرطً. لٌكن  الآن سنتأمل 

 .        , ٌكتب معطى    اذا كان   تعرٌف التوقع للمتغٌر العشوائً  إمكانٌة
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عْكسَ  أنَْ  ٌَجِب             بشكل حدسً, ان  للمتغٌر  المتوسطةَ للقٌمة  البعٌدَ  المدى ٌَ

فً متتابعة من التجارب المستقلة عندما ننظر فقط الى المشاهدات التً تحدث فٌها   العشوائً 

, فان     متغٌران عشوائٌان متقطعان واعطٌنا   و   كان  إذا  .      الحادثة 

       محكوم بمجموعة الاحتمالات الشرطٌة   الاحتمال الشرطً لحادثة متضمنة 

∑هو          . اذن الشكل المعقول للتوقع الشرطً                  

هو الكثافة الشرطٌة          مستمر بشكل مطلق, وان       كان  إذابالمثل,  .  

∫         , سٌكون      وقوع عند  للمتغٌر         
 

  
. ما نرٌده   

متغٌر عشوائً ) او متغٌر   لٌكن عام ٌتضمن الحالات الخاصة. إطارهو الحصول على 

دالة عشوائٌة. ان    Ω ℱ   Ω  ℱ   , ولٌكن     Ω ℱ عشوائً موسع( على 

 الاحتمال الكلً:نسخة مبرهنة تعرٌفنا العام للاحتمال الشرطً مفصل على 

           ∫         
  

       

 إن. كالآتًتطور حدسٌا  أنالتوقع الكلً" ٌمكن توجد عبارة لها ارتباط وثٌق بـ " مبرهنة 

  , فان معدل قٌمة    , اذا اعطً        هً   بالقرب من   احتمالٌة وقوع المتغٌر 

 إٌجاده. من المعقول ان نامل بان التوقع الكلً ٌمكن         التً نبحث عنها, التً هً 

 كل الاسهامات: بإضافة

     ∫         
Ω  

       

 , فنتوقع ان    ا كان . اذ  ℱ  ,حٌث         بـ   الإضافة, نستبدل لتطوٌر هذه 

                        

 فنتوقع ان     كان  إذا.             إن إلىٌؤدي          لان 

                 

  إننجد  أعلاهفً         بـ   باستبدال 
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 (       )  ∫               
Ω  

       

  أو

∫  
      

   ∫         
  

       

 .        فً تحدٌد  أساسًهذا المتطلب  إنبالحقٌقة , 

 مبرهنة 11.4.

   Ω ℱ   Ω  ℱ   , ولٌكن    Ω ℱ متغٌر عشوائً موسع على    لٌكن         

بحٌث لكل    ̅    ̅     Ω  ℱ   موجود, فتوجد دالة       كان  إذا. دالة عشوائٌة

  ℱ  , 

∫  
      

   ∫     
  

       

تقرٌبا بالنسبة الى     , فان بنفس المواصفات أخرى دالة  كانت  إذاذلك,  إلى بالإضافة

     . 

 نتٌجة 21.4.

 , فان ℱ  وان     Ω ℱ دالة عشوائٌة على   اذا كان        

                   

 .      إلىتقرٌبا بالنسبة 

 مع المفهوم الحدسً فً حالات خاصة. دعنا نقارن التعرٌف العام   

 أمثلة 31.4.

(a)  فقط )افترض ان           معدودةقٌم  متغٌرا عشوائٌا ٌأخذ  لٌكن           

 (. فان 
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   ℱ 

  إننتوقع  أنوعلٌه ٌجب 

            
 

       
∫   
       

   

الدوال القابلة للقٌاس غٌر  إلىالدوال البسٌطة غٌر السالبة  إلىمن الدوال الممٌزة  الإجراء

 موجود, فان      كان   إذادوال قابلة للقٌاس لا على التعٌٌن, ٌجعلنا نعتقد انه  إلىالسالبة 

           
 

       
∫  
       

                                                 (1)  

ابسط صٌغة. تكون  إنتفترض  (1)متغٌر عشوائً متقطع, فان   فً حالة خاصة عندما ٌكون 

 نجد إن) باستخدام خاصٌة الجمع المعدود للتكامل(          القٌم ٌأخذ  كان  إذا

           ∑  

            

       
 

 

                                            ∑                                    (2)  

(b)  لتكن  ℱ موجود, نعرف التوقع الشرطً      . اذا كان       , وافترض ان

(conditional expectation)  وضع     . لٌكن , كالاتً   عند وقوع  للمتغٌر ,

 , نجد ان (a). ان هذه حالة خاصة من                

       
 

    
∫  
  

   

 ,آخربكلام 

                                         
      

    
                                                            (3) 
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 انفظم انثاٍَ

 انركايلاخ انرظادفُح

 

 :يمذيح 2.1

∫سْذسط اىزنبٍلاد ٍِ اىظٞغخ           
 

 
∫ٗ اىظٞغخ                

 

 
 ,      

رذققبُ ششٗؽ   ٗ   . ارا مبُ .   Ω ℱ ػَيٞزِٞ رظبدفٞزِٞ ػيٚ فؼبء الادزَبه   ٗ   اُ دٞث 

, فبُ اىزنبٍلاد ٝنّ٘بُ ػَيٞزِٞ رظبدفٞزِٞ فٜ    ٍْبسجخ َٕٗب ػَيٞزبُ رظبدفٞزبُ فٜ فؼبء ٕيجشد 

اىلادقخ ػْذٍب ّْقبش اىَؼبدلاد اىزفبػيٞخ فؼبء ٕيجشد ٕزا. سْ٘ػخ خ٘اص ٕزٓ اىزنبٍلاد فٜ اىجْ٘د 

اىزظبدفٞخ. ّنزت اىَؼبدلاد اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ثظٞغخ اىزنبٍلاد اىزظبدفٞخ, اىزنبٍلاد اىزظبدفٞخ 

. سْفزشع فٜ ٕزا اىجذث اُ اىزنبٍلاد ٕٜ ػْبطش اسبسٞخ فٜ دساسخ اىَؼبدلاد اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ

ٞخ ٕٜ جسش رشثؾ اىَؼبدلاد اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ٗ اىزنبٍلاد . اُ ٕزٓ اىفشػ   ٍِ فؼبء ٕيجشد 

 اىزظبدفٞخ.

∫             ّؼشف اٗلا اىزنبٍلاُ           
 

 
   ٗ                  

∫          
 

 
اىٚ     اُ ٕزٓ اىزنبٍلاد ٕٜ رطجٞقبد ٍِ فؼبءاد ٕيجشد       , دٞث  

, اىزنبٍو الاٗه ٕ٘        ػيٚ اىز٘اىٜ. ٕزا ٝؼْٜ أّ ثبىْسجخ اىٚ     اىٚ     اٗ ٍِ     

 .   ثَْٞب فٜ اىزنبٍو اىثبّٜ ٝنُ٘ ػَيٞخ رظبدفٞخ فٜ     ٍزغٞش ػش٘ائٜ فٜ 

      ثبلاػبفخ اىٚ مُ٘    سْفزشع فٜ ٕزا اىجْذ ثلاثخ ششٗؽ ػيٚ اىؼَيٞخ اىزظبدفٞخ 

  ‖    ‖. ارُ           : (c1)اىششؽ 
   |    |    ,    . 

  ‖           ‖: (c2)اىششؽ 
   |           |

    |     | 

 .     [          لأٛ                   

دٞث    لارؼزَذ ػيٚ اىضٍِ        . ٕزا ٝؼْٜ اُ [    ىٞسذ ٍزضاٝذح ػيٚ   : (c3)اىششؽ 

    ". 

 

   [8] 2.1.1ذؼشَف 

∑        ىزنِ     
   

        
   
  , دٞث    

   
ٍززبثؼخ ٍِ دٗاه   ٗ   ىنو      

∫. اُ اىزنبٍو    اىخط٘ح فٜ         
 

 
 ٗ ٝؼشف ػيٚ اىْذ٘       ٝشٍض ثـ  
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      ∫        
 

 
 ∑   

   
         

   
   . 

 

 : [8] 2.1.2يلاحظح 

(i)           

(ii)           
 .   ٍززبثؼخ م٘شٜ فٜ   

 

 :[8] 2.1.3ذؼشَف 

       ٗاُ       ىزنِ 
 ثذٞث اُ     ٍززبثؼخ فٜ   

‖    ‖     as    , 

∫فبُ اىزنبٍو        
 

 
 ٗٝؼشف ػيٚ اىْذ٘     ٝشٍض ىٔ ثبىشٍض  

     ∫       
 

 
       ∫        

 

 
    

   
∑   

   
         

   
    . 

 ثشنو ٍَبثو َٝنْْب اُ ّؼشف اىزنبٍلاد ٍِ اىظٞغخ 

               ∫         
 

 
 ,        

اىٚ ػَيٞخ رظبدفٞخ     . ثبىشغٌ ٍِ رىل, ٕزا اىزنبٍو ْٝقو ػَيٞخ رظبدفٞخ فٜ      دٞث اُ 

 . ٗىلاخزظبس   اخشٙ فٜ 

                ∫             
 

 
    ٗ 

                   ∫               
 

 
 .       دٞث 

 ػيٚ اىز٘اىٜ. ,   اىٚ     اٗ       اىٚ     ٕزاُ اىزنبٍلاُ َٕب رطجٞقبُ ٍِ فؼبء ٕيجشد 

ثَْٞب اىزنبٍو اىثبّٜ ٕ٘     فبُ اىزنبٍو الاٗه ٕ٘ ٍزغٞش ػش٘ائٜ فٜ  ,      ٕزا ٝؼْٜ, ارا مبُ 

 .(c3)ٗ  (c2), (c1)رذقق اىششٗؽ        . ىْفزشع اُ    ػَيٞخ رظبدفٞخ فٜ 

 

∫)ذكايلاخ اَرى انرظادفُح 2.1.4ذؼشَف            
 

 
)]8[: 

∫. اُ اىزنبٍو (c3)ٗ  (c2), (c1)رذقق اىششٗؽ         ىزنِ           
 

 
ٝؼشف ػيٚ  

 اىْذ٘ 

                           ∫          
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∑  (  
   

)   
     (    

   
)   (  

   
)    

  دٞث 
   

    (
   

 
 .   ٗ اىزقبسة فٜ اىفؼبء  (

∫)ذكايلاخ اَرى انرظادفُح 2.1.5ذؼشَف            
 

 
 ) 

∫. فبُ اىزنبٍو (c3)-(c1)ٝذقق اىششٗؽ        ىٞنِ            
 

 
 ٝؼشف ػيٚ اىْذ٘  

                              ∫          
 

 
  

                                        
   

∑  (  
   

)   
     (    

   
)   (  

   
)  

  دٞث اُ 
   

    (
   

 
 .   ٗ ٝزقبسة فٜ اىفؼبء  (

 

  ]8[ 2.1.6يلاحظح 

 .         , ٕزا ٝؼْٜ     اىٚ     ٕ٘ رطجٞق ٍِ فؼبء ٕيجشد   اُ رنبٍو اٝز٘ 

 

  ]8[ 2.1.7يثشهُح 

 ٝنُ٘ ىذْٝب   ٗ لأٛ ثبثذ         لأٛ 

(a)                 ; 

(b)            ; 

(c)  (    )   ; 

(d)  |    |  ∫  |    | 
 

 
  .  

 

 :. انًؼادلاخ انرفاضهُح انرظادفُح و طُغح اَرى22.

 سْزبٍو فٜ ٕزا اىجْذ اىؼَيٞخ اىزظبدفٞخ الارٞخ 

.          ∫       
 

 
 ∫          

 

 
, for            (2) 

 .(c3)-(c1)ٝذققبُ اىششٗؽ     ٗ اُ                  دٞث اُ 

 

 :[8] 2.2.1يلاحظح 

(a)  ُثَب ا∫       
 

 
∫ٗ اُ                

 

 
 .     , ارُ      
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(b)  (  رذقق اىششٗؽ  )اٗ   ارا مبّذ(c1)-(c3) ُفب , 

‖    ‖   ‖         ‖   ‖    ‖     

 
      

 
  ‖    ‖   

 .       دٞث اُ 

|     | ىزىل                                  ‖    ‖  
  ,      

(c)       ٜػَيٞخ رظبدفٞخ رظبدفٞخ ٍسزَشح ف      ,     . 

(d)    ٕٚزا ٝؼْٜ  [    ٍسبساد ػْٞخ ٍسزَشح ثبلادزَبىٞخ ػي . 

  |           |       as |     |   . 

 : ]8[ 2.2.2ذؼشَف 

 ٝذقق اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ  , ٝقبه اُ  (3)ٝذقق   ارا مبُ 

                       for      .                               (3) 

 الاُ, ٍِ اجو مزبثخ ّض طٞغخ اٝز٘ ّذزبج اىششؽِٞ الارِٞٞ:

[      ىيذاىخ  :(c4)انششط        ثذٞث اُ لاٛ    , ٝ٘جذ ثبثذ غٞش سبىت      

 فبُ        ٗ لاٛ  [    

 |                       |
     |     |   |           |

  . 

[      ىيذاىخ  :(c5)انششط   .             فبُ          , ارا مبُ     

 

 :]8[)طُغح اَرى(  2.2.3يثشهُح 

ٗ اُ  (c3)-(c1)ٝذققبُ    ٗ اُ   , دٞث اُ [      ىنو  (3)ٝذقق       ىٞنِ 

. افزشع اُ  ٗ   داىخ ثبىَزغٞشِٝ   . ىزنِ  [      ىنو       ‖     ‖   ‖     ‖

 رَزيل اىَشزقبد اىَسزَشح       

       

  
 
       

  
 
        

   
 
        

   
 
        

    
   ,        ] ,      

 . افزشع اٝؼب اُ اىذٗاه (c5)ٗ  (c4)ٗ ريل اىَشزقبد رذقق اىششؽِٞ    ٗاُ اىذاىخ  

    
       

  
     

       

  
 
 

 
     

        

   
 

 .  (c5)ٗ  (c4)رذقق اىششؽِٞ 

 ىٞنِ 

 ̃      
       

  
     

       

  
 

 

 
     

        

   
  ٗ    ̃          

       

  
 . 
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 رذقق اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ  فبُ 

  (      )   ̃            ̃             .                                   (4) 

  :]8[)ذثسُط ذكايم اَرى(  2.2.4يثال 

∫ٍو اىزنبٍو اىزظبدفٜ رب       
 

 
. ىٞنِ    ٗ اُ     ىزىل             . ىٞنِ 

 . ثبسزخذاً طٞغخ اٝز٘ ,          

∫         
 

 
 ∫       

 

 
 ∫       

 

 
.  

 ارُ

  ∫       
 

 
       ∫       

 

 
.                                                   

 

  ]8[) اَجاد ذكايم اَرى(2.2.5يثال 

∫ربٍو اىزنبٍو اىزظبدفٜ           
 

 
ٗ اُ     ىزىل             . ىٞنِ  

       . ىٞنِ     
 

 
 . دست طٞغخ اٝز٘   

                  ∫   
 

 
      

 

 
 ∫

 

 
  

 

 
 ∫          

 

 
.  

 ارُ

                 ∫          
 

 
 

 

 
(           )  

 

 
.  

 انركايلاخ انرظادفُح انثُائُح()ذسثُط 2.2.6يثال 

.          . ىزنِ    ٗ     . فبُ        ٗ              ىٞنِ 

 ثبسزخذاً طٞغخ اٝز٘,

 (     )  (          )   

 ىزىل, 

      ∫       
 

 
 ∫      

 

 
  . 

∫     ىنِ      
 

 
 , 4.4. ىزىل , اسزخذً ٍثبه   

           ∫ ∫         
 

 

 

 
  ∫       

 

 
 ∫        

 

 
  

                                           ∫       
 

 
      .  
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 (constant driftانثاتد  ) انرشاكى 2.2.7يثال  

 اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ربٍو 

                         

 . دو اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ٕ٘ اىؼَيٞخ اىزظبدفٞخ      ٕزا ٝؼْٜ اُ اىزشامٌ ٝنُ٘  ثبثذ , 

                                                             

ٗاىزٛ َٝنِ اُ ّذظو ػيٞٔ ثنزبثخ اىَؼبدىخ فٜ طٞغخ  رنبٍو اٝز٘. لادظ أّ فٜ ٕزٓ اىذبىخ ّذظو 

 : ػيٚ رؼجٞش ٌٍٖ ىزضاٝذ 

                                                    . 

  ىيزشامٌ اىثبثذ ىيَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ٍغ  ّشسٌ ػيٚ اىجٞبُ ّفسٔ ٍسبسا     2فٜ اىشنو 

  (, ّشسٌ اىذشمخ اىجشٗاّٞخ   )اىَسبس           ( ٍٗسبس اخش ىـ   )اىَسبس         

 اىزٜ رذذد اىَسبسِٝ ػيٚ اىجٞبُ ّفسٔ .

 

 

       اىَخزبسح , ٝقبثو اىَؼيَبد   ٍسبساد اىذو ىيَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ اىَؼطبح. اىَسبس الاٗه  :2انشكم 
مزىل ٝزؼَِ ٍز٘سؾ  . ملا اىَسبسِٝ ٍذذدِٝ ثبىذشمخ اىجشٗاّٞخ  .         , ٝقبثو      , اىَسبس اىثبّٜ  

[      اىذي٘ه,   )اىخؾ اىَسزقٌٞ(.    

 

 

 :[59])انركايم تانرجضئح(  4.8يثشهُح 

 

 . فبُ رقشٝجب    , ىنو [      ح اىزغبٝش ثبىْسجخ اىٚ ٍسزَشح ٗ ٍقٞذ       شع اُ ّف
 

                     ∫          
 

 
          ∫          

 

 
. 

 

  :[59] 4.9طُغح اَرى يرؼذدج انثؼذ 

 ىٞنِ 
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ٝذققبُ          ٗ         . ارا مبُ مو ٍِ اىؼَيٞزِٞ   ٝشٍض ىيذشمخ اىجشٗاّٞخ راد اىجؼذ 

ٍِ   فَٞنِ اُ ّنُ٘  (            )اىششٗؽ اىَؼطبح فٜ رؼشٝف  )    ( ىنو 

 ػَيٞبد اٝز٘ الارٞخ

                       

   
                       

 .  

 اٗ ثظٞغخ اىَظف٘فبد

                ,  

 دٞث اُ 

     (
     

 
     

)    (

  

 
  

)    (

       

   
       

),       (
      

 
      

). 

 

 .  ػَيٞخ اٝز٘ راد اىجؼذ      رسَٚ اىؼَيٞخ 

 

 :[59]) طُغح اَرى انؼايح( 4.10يثشهُح 

 ىٞنِ  مَب ٍش اػلآ.   ػَيٞخ اٝز٘ راد اىجؼذ                  ىٞنِ 

                                                

ٕٜ                . فبُ اىؼَيٞخ    اىٚ          ٍِ     رطجٞق ٍِ اىظْف 

 , رؼطٚ ػيٚ اىْذ٘   ,   ادذٙ ػَيٞبد اٝز٘, ٍشمجزٖب اىـ 

 

               
        

  
   ∑

        

   
     

 

 
∑

         

      
           

 .                          دٞث 

ٕ٘ رنبٍو "سزشارّ٘٘فٞل"  ثجبّت رنبٍو  اٝز٘ اىزظبدفٜ, اىزنبٍو اىزظبدفٜ الامثش شٞ٘ػب  

(Stratonovich integral). 

 

 

 : [59]) ذكايم سرشاذىَىفُك( 4.11ذؼشَف 

 رنبٍو سزشارّ٘٘فٞل ٝؼشف مبلارٜ
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∫           
 

 
       ∑

 

 
     

   
        

   
          

   
      

   
     

      

 ٝشٞش اىٚ اُ اىزنبٍو ٕ٘ رنبٍو سزشارّ٘٘فٞل. " "دٞث اُ اىشٍض 

 

  [59] 4.12يلاحظح 

فٜ اىَجَ٘ع 
 

 
     

   
        

   
     ٗ       

   
      

   
غٞش ٍذزَو اُ ٝنّ٘بُ    

, اُ رنبٍيٜ اٝز٘ ٗ سزشارّ٘٘فٞل ػيٚ الاغيت ىَٖب قَٞٞزِٞ ٍخزيفزِٞ. ربٍو, ػيٚ ٍسزقيِٞ. ثبىْزٞجخ 

 سجٞو اىَثبه, اىزنبٍلاُ 

∫          
 

 
  and  ∫           

 

 
. 

 , ّؼيٌ اُ قَٞخ رنبٍو اٝز٘ ٕٜ  4.5دست ٍثبه 

∫          
 

 
 

 

 
              

 

 
. 

 ؼشٝف رنبٍو سزشارّ٘٘فٞل  اػلآ الاُ ربٍو رنبٍو سزشارّ٘٘فٞل. دست ر

∫           
 

 

    
   

∑
 

 
       

   
      

   
          

   
      

   
  

   

   

  

    
   

∑
 

 
         

   
       

   
  

   

   

 

                                       
 

 
                

                                 
 

 
              . 

 ارُ ىٖزا اىزنبٍو اىزظبدفٜ 

                          ∫          
 

 
 ∫           

 

 
  

 

 
. 
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 خ انرفاضهُح انرظادفُح و حهىنها:. انًؼادلا2.3

 ىٖب اىظٞغخ  [    اُ ٍؼبدىخ اٝز٘ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ  ػيٚ اىفزشح 

       

  
  (        )   (        )    ,                           (5) 

ٕ٘ اىؼَيٞخ  (5). اّذساج اٝز٘ ىيَؼبدىخ 1راد ثؼذ  (white noise)"ػ٘ػبء خفٞفخ"      دٞث 

 اىزٜ رذقق اىزنبٍو اىزظبدفٜ        اىزظبدفٞخ  

              ∫            
 

 
   ∫  (        )

 

 
            (6) 

 اٗ ثبىظٞغخ اىزفبػيٞخ            ٗ  [      ىنو 

                       (        )                                         (7) 

 

ثـ      ّسزجذه  (7)اىٚ  (5). ) ىزىل, ىي٘ط٘ه ٍِ  .          ٗ  [      ىنو 

       

  
 (.  ٗ ّؼشة ثـ  (5)فٜ  

رشٞش اىٚ ٍؼبٍو    ػبدح ٍبرسَٚ ٍؼبٍو اىزشامٌ ىيَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ ثَْٞب   اُ اىذاىخ 

ادّبٓ  (c7)ٗ  (c6)غٞش ٍزْبقظزِٞ ٗ رذققبُ اىششؽِٞ   ٗ   الاّزشبس. ٝفزشع اُ اىذاىزِٞ 

 .     ىجؼغ 

 :(c6)انششط 

|             |    |   |  |   |   ,          ,      . 

 : (c7)انششط 

     |      |      | |   ,        ,    . 

 

 : [59] 5.1يلاحظح 

 . فبُ  (c7)ٗ  (c6)داىزِٞ رذققبُ اىششؽِٞ   ٗ   افزشع اُ 

(a)  ِفذست اىششؽ           . ارا مبُ                  ىٞن ,(c7)  ُ٘ٝن

 . . اىشٜء ّفسٔ ٝزذقق ثبىْسجخ اىٚ اىذاىخ          ىذْٝب 

(b)  ِفبُ    ٗ  [       ىٞن , 

 .           ‖   ‖ػْذٍب        ‖               ‖

(c)  ِفبُ     ٗ      ىٞن , 

|     |ػْذٍب       ‖               ‖        . 
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 .     ٍلائَِٞ فٜ رطجٞق طٞغخ اٝز٘ ػْذٍب  (c7)ٗ  (c6)ٗػيٞٔ ٝنُ٘ اىششؽبُ 

 

 :[59]) يثشهُح انىجىد و انىحذاَُح نهًؼادلاخ انرفاضهُح انرظادفُح(  5.2يثشهُح 

 ٗ اُ      ىٞنِ 

           ]       ,            ]          

 داىزِٞ قبثيزِٞ ىيقٞبط رذققبُ 

|      |  |      |      | |             ]                                 (8)  

|   |∑  | |,) دٞث    ىجؼغ اىث٘اثذ 
 

 (  ثذٞث اُ  

|             |  |             |   |   |              ]  (9)  

 ℱٍزغٞش ػش٘ائٜ اىزٛ ٝنُ٘ ٍسزقو ػِ اىذقو اىَزنبٍو   . ىٞنِ   ىجؼغ اىث٘اثذ 
   

اىَز٘ىذ  

[ | |  , ثذٞث اُ    ,     ث٘اسطخ   . فبُ اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ   

                               ]                                        (10) 

 ℱٍز٘افق ٍغ اىزظفٞخ       ٝذقق اىخبطٞخ   ٍسزَش فٜ       ىٖب دو ٗ دٞذ 
اىَز٘ىذح ث٘اسطخ   

 ٗ      ;     ٗ اُ   

                               *∫ |  |
  

 
+                                                                (11) 
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 الفصل الثالث

 النمذجة التصادفٌة فً بعض المسائل الطبٌة

Stochastic Modeling with Applications  

ىٖب  RDSٗرنزت ىلاخزظبس  (Random dynamical systems)الدٌنامٌكٌة العشوائٌة  النظم

رطجٞقبد ٗاسؼخ فٜ ٍخزيف دق٘ه اىَؼشفخ. اُ اىٖذف ٍِ ٕزا اىفظو ٕ٘ ثٞبُ مٞفٞخ َّزجخ اىظ٘إش 

 اىزظبدفٞخ ٗرقذٌٝ ثؼغ اىزطجٞقبد فٜ ػيً٘ اىذٞبح ٗ اىطت.

معلومة فً الوقت الحاضر لكنها تتغٌر فً المستقبل. على سبٌل سندرس هنا الظواهر التً تكون قٌمها 

 المثال:

(i) ,عدد الخلاٌا السرطانٌة 

(ii)  عدد الافراد المصابٌن بمرض العوز المناعً المكتسبHIV. 

 

  :(Mathematical Model)النموذج الرٌاضً  3.1

    . لنتامل فترات زمنٌة قصٌرة     الكمٌة التً تكون محل الاهتمام هً    افترض ان عند زمن 

للتغٌٌر الصغٌر فً اي كمٌة    . نستخدم الترمٌز              الى      خلالها تتغٌر الكمٌة 

 نفترض ان تكون ذات تغٌٌرصغٌرة جدا(. واقعة فً هذه الفترة

 ٌمكننا نمذجة هذا النسبة؟.  كٌف           هو   حسب التعرٌف ٌكو ن نسبة النمو الاصلً عند 

, ولٌكن (deterministic),  نسبة التغٌر حتمً   معطى عند الزمن       اذا كان , لـ 

 , فان            

                               
     

    
            .                                                      (1)   

 رؼطٜ اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ الاػزٞبدٝخ اىذزَٞخٕزٓ 

       

                            
     

  
              ,                                                (2)       



 

35 
 

ػيٚ اٝخ دبه, ّسجخ اىزغٞش ثشنو ػبً ٝنُ٘ غٞش دزَٜ مَب فٜ الاجٞبه اىَزؼبقجخ ىيؼذٝذ ٍِ اىزسبؤلاد ٗ 

 اىشن٘ك, ػيٚ سجٞو اىَثبه اىْظٌ غٞش اىَإمذح اىَزؼيقخ ثبىز٘صٝغ اىجٞئٜ. ىَْزجخ ٕزٓ اىشن٘ك, ّشمت 

 

                   
    

       (3)                           .اىزغٞش اىؼش٘ائٜ  اىزغٞش اىذزَٜ  

 اىزغٞش اىذزَٜ ػيٚ اىْذ٘ َٝنِ َّزجخ 

                   ̅    ̅                                                                  (4)       

̅ دٞث اُ   . ىزىل  فٜ اىضٍِ      ّسجخ ٍؼذه اىزغٞش اىَؼطٚ ثـ           ̅  

 

                      

    
 (5)                                    .اىزغٞش اىؼش٘ائٜ           ̅  

 مٞف َٝنْْب َّزجخ اىزغٞٞش اىؼش٘ائٜ؟

ػيٚ اٝخ دبه, اىزغٞٞش اىؼش٘ائٜ ٝزٌ اىذظ٘ه ػيٞٔ ٍِ خلاه اىؼذٝذ ٍِ اىقؼب اىَسزقيخ. دست ٍجشْٕخ 

,     َنِ اُ َٝثو ٕزا اىزغٞٞش ثبىز٘صٝغ اىطجٞؼٜ ثَز٘سؾ طفش ٗ رجبِٝ اىغبٝخ اىَشمضٝخ اىَؼشٗفخ ٝ

 ثشنو امثش دقخ:

 

 (6)                               ; اىزغٞش اىؼش٘ائٜ                                 

, ٗاُ  ػْذ اىضٍِ      ٕ٘ الاّذشاف اىَؼٞبسٛ  ىْسجخ اىزغٞٞش ىـ              دٞث 

 . ارُ   ٕ٘ اىز٘صٝغ اىطجٞؼٜ ثَز٘سؾ طفش ٗ رجبِٝ         

                           

    
  ̅                            .                            (7)   

ٕ٘ اػزجبسٕب مؼَيٞخ لاسزخذاً اىذشمخ اىجشٗاّٞخ ) ػَيٞخ ْٗٝش(         اىطشٝقخ اىَثيٚ ىَْزجخ 

 ) اّظش اىفظو اىثبّٜ(. َٝنِ مزبثخ اىَْ٘رج اىزظبدفٜ ػيٚ اىْذ٘           

                     
     

    
  ̅                                                           (8)  

 اٗ 

                            ̅                                                   (9) 

 ٗاىزٜ رنُ٘ ٍؼبدىخ رفبػيٞخ رظبدفٞخ.
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 :[59] يسأنح 3.2

 َّزٗج اىَْ٘ اىجسٞؾ ربٍو 

                         
  

  
 (10)                                 (ثبثذ)                  

 

     سثَب ٝنُ٘  . ّسجخ اىَْ٘ ػْذ اىضٍِ      , ٗ اُ   َٝثو دجٌ اىَجزَغ ػْذ اىضٍِ      دٞث 

 غٞش ٍؼيً٘ ثشنو مبٍو, ىنِ ٍؼشٗف ر٘صٝؼٔ اىؼش٘ائٜ, ىزىل 

                                                  , 

     اىسي٘ك اىذقٞق ىذذ اىؼ٘ػبء, ّؼيٌ فقؾ ر٘صٝؼٔ الادزَبىٜ. ّفشع اُ اىذاىخ  ّؼيٌ  دٞث اّْب لا

 ّفزشع اُ  فٜ ٕزٓ اىذبىخ,  (10)ىٞسذ ػش٘ائٞخ. ىذو ٍؼبدىخ 

                                      ,           . 

 دػْب ّفزشع اُ 

                                                          .  

 (         ٍِ اىفظو اىثبّٜ رنُ٘ ٕزٓ اىَؼبدىخ ٍنبفئخ اىٚ ) ْٕب  (11)دست اّذساج اٝز٘ 

                                                                                               (11) 

 اٗ 

                                   
   

  
         .  

  ارُ

                                   ∫
   

  

 

 
        (    )                                       (12) 

 طٞغخ اٝز٘ ىيذاىخ سْسزخذً 

               

 لاٝجبد قٌٞ اىزنبٍو اىزٛ ػيٚ اىطشف الاٝسش  

                            
 

  
      

 

 
( 

 

  
 )      

   

                                    
 

  
      

 

 
( 

 

  
 )      

   

                                    
   

  
 

 

   
      

    
   

  
 

 

 
    . 

 ارُ 
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  (12)ىزىل ٍِ 

                                         
  

  
    

 

 
          

 اٗ 

                                        
 

 
        ] .                                    (13) 

  (11)سزشارّ٘٘فل ىيَؼبدىخ اُ اّذساج 

                                   ̅    ̅      ̅     ,  

 سٞؼطٜ اىذو

                                    ̅                                                          (14) 

 اىْ٘ع  ػَيٞخ رظبدفٞخ ٍِ  ̅ ٗ     ملا اىذيِٞ 

                                                     (    constants). 

 . (geometric Brownian motions)اُ ٍثو ٕزٓ اىؼَيٞبد رذػٚ دشمبد ثشٗاّٞخ ْٕذسٞخ 

 

 يلاحظح  23.

 فبُ    ػِ ٍسزقيخ    ارا مبُ 

                                     ]      ] 
  ,                                                       (15)   

 .   ػذً ٗج٘د ػ٘ػبء فٜ ٕزا ٝؼْٜ 

 انثشهاٌ.

 ٗ ّطجق طٞغخ اٝز٘:         ّفزشع اُ 

             
 

 
          

 أٗ

        ∫        
 

 
 

 

 
  ∫       

 

 
 .  

∫  ثَب اُ         
 

 
]  , ّذظو ػيٚ   

    ]      ]  
 

 
  ∫     ]  

 

 
   

 ٕزا ٝؼْٜ

 
 

  
    ]  

 

 
      ]     ]     

 ارُ
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    ]   
 

 
   

,  

[    ىزىل ّذظو ػيٚ       ] 
  . 

 ػيٚ اٝخ دبه, ثبىْسجخ اىٚ دو سزشارّ٘٘فٞل رؼطٜ اىذسبثبد ّفسٖب 

                                  ̅ ]      ] 
   

 

 
    

. 

 

 :(Stochastic Dynamics of Populationsيسأنح )انُظى انرظادفُح نهًجرًؼاخ  3.3

َٝثو ؽ٘ه اّسبُ )    ٍِ اجو اىذظ٘ه ػيٚ َّ٘رج ٍلائٌ. ىٞنِ  (11)فٜ ٕزٓ اىَسأىخ رؼذٝو اىَؼبدىخ 

 اٗ اٛ شٜء اخش دجٌ خيٞخ ٍثلا(. ىٞنِ 

                                
  

  
                                                        (16) 

اٛ داىخ ٍلائَخ ىنْٖب غٞش ٍؼيٍ٘خ الاُ. ثَب   ٗ اُ     رَثو ػذد سنبُ ٍذْٝخ ػْذ اىضٍِ    دٞث 

فٞظجخ ػذد اىسنبُ     لاُ فٜ ٕزٓ اىذبىخ ارا مبُ ىٞسذ ٍلائَخ          ىخ اىخطٞخ  اُ اىذا

فٞظجخ ػذد اىسنبُ طفشا ػْذٍب     غٞش ٍذذٗد ػْذٍب ٝنُ٘ اىضٍِ غٞش ٍذذٗد,  ٗ ارا مبُ 

 ٝنُ٘ اىضٍِ غٞش ٍذذٗد. ٕٗبربُ اىذبىزبُ غٞش ٗاقؼٞزِٞ. ٗػيٞٔ ٝجت اُ ّجشة رقشٝت اخش.

 افزشع اُ 

                                               ,    . 

 مَب ٕ٘ ٍطي٘ة فٜ اى٘اقغ.     ٍِ اجو رذذٝذ َّ٘     ّخزبس 

ْٕب ّفزشع اُ " اىؼ٘ػبء" رَثو َّ٘ سنبُ ٍذْٝخ ارا مبّذ ْٕبك ّضٗح اىٚ اىَذْٝخ اٗ ٕجشح ٍْٖب. 

رشٞش اىٚ ػَيٞخ ْٗٝش    رشٞش اىٚ ػَيٞخ ْٗٝش اىزٜ رَثو ّضٗح اىسنبُ اىٚ اىَذْٝخ ٗ    افزشع اُ 

 َٕب ػَيٞزٜ ْٗٝش ٍسزقيزِٞ.   ٗ    اىزٜ رَثو ٕجشح اىسنبُ ٍِ اىَذْٝخ. فبُ 

ٗ    رؼطشة ثبىؼ٘ػبء اىْقٞخ ىينثبفزِٞ       ,      فٜ   ٗ   ارا مبّذ اىَؼيَزِٞ     

 ىز٘اىٜ, ّذظو ػيٚ , ػيٚ ا  

     

  
 (            )          

          
  

 اٗ 

      (            )                    
                      (17)  

 (.white noise ٝسَٚ ػ٘ػبء ّقٞخ )       لادظ اُ 

 رظجخ  (17)فبىَؼبدىخ .              سْسزخذً اىزذ٘ٝو  (17)ىذو 
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                                                                   (18) 

                                                                                                                 

 ٗديٖب ٕ٘ 

              (          ) (   ∫       (          )(              )  
 

 
)         (19) 

[         ٝشجغ اىزذ٘ٝو ث٘اسطخ 
 

اىزٛ ٝؼطٜ اىزؼجٞش اىظشٝخ الارٜ ىيْظبً اىذْٝبٍٞنٜ     

 ىيَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ الاطيٞخ    اىؼش٘ائٜ اىَذيٜ ٍِ اىَْؾ 

        
  (          )

            ∫       (          )(             )  ]
 

 

 
   

,               (20) 

 

 ىيَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ    ٗػيٞٔ اىْظبً اىذْٝبٍٞنٜ اىؼش٘ائٜ اىَذيٜ ٍِ اىَْؾ 

 

                         (            )                                     (21) 

 

 ثبىظٞغخ اىظشٝذخ الارٞخٝؼطٚ 

 

                            
  (        )

            ∫       (        )  
 

 
]

 
   

                     (22) 

 .[7]ىيَضٝذ ٍِ اىزفبطٞو اّظش 

 

 يسأنح ) انًُىرج انمُاسٍ نهًُى( 3.4

. اىْ٘رج اىقٞبسٜ ٝفزشع اُ    َٝثو اىَْ٘ )اىؼش٘ائٜ( ىَجزَغ ػْذ      ىٞنِ 
  

 
, ٍؼذه اىزغٞش 

 اىْسجٜ ىيَْ٘, ٝسزْجؾ ؽجقب ىيَؼبىذىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ 
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ثابت القابلٌة   ثابت التراكم و ٌسمى   ثابتان غٌر عشوائٌٌن. ٌسمى     و     حٌث ان 

 بكلام اخر 

                                                                    (23) 

                  

 ٕ٘ اىَْ٘ الاثزذائٜ. ثبسزخذاً طٞغخ اٝز٘ ّذظو ػيٚ    دٞث 

                                         
     

    
 

 

 

    

  
   

                                                 (  
  

 
)           

 ثبىْزٞجخ ٝنُ٘ ىذْٝب

                                                   
      (  

  

 
) 

. 

 رإدٛ اىٚ اُ   (23)لادظ اُ اىَْ٘ ٍ٘جت دائَب. ٗ ثَب اُ 

                                         ∫      
 

 
   ∫      

 

 
      

∫  ٗ اُ       
 

 
     ]  , ّشٙ اُ    

                                           ∫        ]
 

 
   

 ارُ 

                                    ]             . 

 

 .   ػْذٍب    (23)اُ اىقَٞخ اىَز٘قؼخ ىَْ٘ اىَجزَغ رزفق ٍغ اىذو اىذزَٜ ىيَؼبدىخ 

 يثال 3.5

ٗ ّسجخ ػذً الاسزقشاس   %16ٍيُٞ٘ ّسَخ, ر٘قغ اىضٝبدح  40ىٞنِ اىذجٌ الاثزذائٜ ىَجزَغ ٕ٘ 

 َٝثو دجٌ اىَجزَغ فٜ اٛ صٍِ.  فٜ  سزخ اشٖش دٞث اُ     . جذ اىز٘صٝغ الادزَبىٜ ىـ 20%

 

 ىذْٝب  انحم.

                                      (  
 

 
)       
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 ٗػيٞٔ ٝنُ٘ 

                                                   

, فبُ داىخ   ٗ رجبِٝ    ٝز٘صع ر٘صٝؼب ؽجٞؼٞب ثَؼذه   رزمش أّ ارا مبُ اىَزغٞش اىؼش٘ائٜ 

 اىنثبفخ الادزَبىٞخ ٕٜ

                                 
 

√    
   ( 

      

   ) 

 ٕٜ       ارُ داىخ اىنثبفخ الادزَبىٞخ ىيَزغٞش اىؼش٘ائٜ 

                        
 

√     
   ( 

(       (  
 

 
) )

 

    
). 

 ٍثبه  3.6

َٝثو دجٌ ٍجزَغ, ٗافزشع أّ َٝزيل رفبػو رظبدفٜ. ٗ ىٞنِ َّ٘ اىَجزَغ ٕ٘      ىٞنِ 

 ٍؼشف ثبىؼلاقخ      

                                                         
     

    
. 

 مبُ اىَْ٘ غٞش ٍإمذ. مُ٘ اىَؼبدىخ اىزفبػيٞخ اىزظبدفٞخ اىزٜ رظف دجٌ اىَجزَغفبرا 

 اىذو. 

      ثَب اُ 
     

    
 .               ارُ  

 ٍغ ػ٘ػبء, اٛ اُ   ثَب اُ اىَْ٘ غٞش ٍإمذ ىزىل ٝنُ٘ ػجبسح ػِ دبطو جَغ ثبثذ 

                                              
     

  
,  

 ٕزا ٝؼْٜ اُ 

                                             

 ىزىل 
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 ,     ٕ٘ الاسٞخ اىزظبدفٞخ ثَْ٘      اُ دجٌ اىَجزَغ 

                          
 

 
    ]     
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