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 انًقذيت

فهزنك سكزَا اهتًايُا اٌ انًُى الاحيائي يٍ تطبيقاث انشياضياث انًهى في عهىو انحياة و انطب. 

. وتُاونُا عذد يٍ الايثهت انىاقعيت انًشتبت بانًُى الاحياء في هزا انفصم عهى هزا انًىضىع انًهى

في عذد يٍ فشوع عهى الاحياء )الاَساٌ, انُتباث, وانبكتشيا( بالاضافت انى دساست بعض انحالاث 

 انخاصت َظشيا.

يتكىٌ هزا انبحث يٍ فصهيٍ.

 اول هُذست انًعادلاث انتفاضهيت الاعتياديت و صىس طىس انًعادلاث و حهىنها.انفصم الاول تُ

انفصم انثاَي تُاول انًعادنت انتفاضهيت الاعتياديت انتي تصف انًُى الاحيائي حيث اعطيُا 

ًَىرجيٍ سئيسييٍ وبيٍ اٌ انًُىرج الاول يىجه بعض انًشاكم انتي تجعم يُه غيش واقعي عُذيا 

بًا فيه انكفايت. واعطيُا بعض الايثهت انىاقعيت و الاشتقاقاث انُظشيت انًتعهقت يكىٌ انزيٍ كبيش 

بًُىرج انًُى انقياسي انًعطىت في هزا انفصم.
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 الفصل الاول

هندسة المعادلات التفاضلٌة

مقدمة

فً هذا الفصل عرضنا دراسة وتصنٌف تركٌب المسارات فً مستوي الطور للمعادلات التفاضلٌة بصورة 

ولهذا سنحتاج الى عرض مفهوم الحقل الاتجاهً.   'Poincareعامة باستخدام اسلوب بونكارٌه 

  Vector Fieldsالحقول المتجهٌة  1.1

فان اي دالة    مجموعة مفتوحة فً الفضاء   لتكن  )الحقل التجاهً(. 1.1.1تعرٌف 

فضاء متجهات. وعلٌه فان    مستوي الطور. هنا سنتعتبر   . وتسمى  تسمى حقلا متجهٌرلا ٌا على 

. وسنفترض فً دراستنا بان مركبات الحقول المتجهٌة     متجها هو   فً   تربط مع كل عنصر   

التً نتعامل معها عبارة عن دوال مستمرة هً و مشتقاتها الجزئٌة الاولى. لذا عندما نذكر عبارة حقل 

صفة استمرارٌة البمشتقات الجزئٌة متحققة ضمنا الا اذا نص على خلاف ذلك. متجهً فان

المفتوحة حقلا متجهٌا معرف على المجموعة الجزئٌة   لتكن  )خطوط تساوي المٌل( 1.1.2تعرٌف 

. اي ان  

التً ٌكون فٌها الحقل المتجهً ثابتا )اي ذي قٌمة واحدة( تسمى خطوط تساوي   فان مجموعة نقاط 

 . (isocline)المٌل 

نعرف  فً   لكل قٌمة 

. ولنعرف  مجموعة مفتوحة فً . واضح ان  تامل المجموعة   1.1.3مثال 

على النحو  

 ,         . 

وان   حقل متجهً على   اذن 

 ,              ,  

ادناه 2.1كما فً الشكل  شكل خطوط تساوي المٌل فانها تحدد من الدالة  اما
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  2.1شكل 

. لذا فان اتجاه                   اذن                , فان         لتكن 

 . ففً حالة      واشارة   ٌتحدد من قٌمة        المتجه 

                                                    

متجه نحو الٌمٌن )اي ذات مركبة اولى موجبة( بٌنما تكون     تكون النقاط التً تقع على ٌمٌن  الخط 

     متجه نحو الٌسار ) اي مركباتها الاولى سالبة( وذلك لان     النقاط التً تقع على ٌسار الخط 

 .     اذا كان قٌمة سالبة 

 دالة معرفة على النحو       لتكن . و  مجموعة مفتوحة فً   لتكن  1.1.4مثال 

                          (               )                  

   . كما ان  حقل متجهً على   اذن 

                            

 لذا فان

                                          

                   ,                        . 

 .1.2لاحظ الشكل 

 

 

 

 

 

  1.2الشكل 

 فان اتجاه المتجهات ٌمكن تحدٌده من اشارات مركبات الحقل المتجهً. 1.1.3وكما هو الحال فً مثال 
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ولٌكن   فترة مفتوحة فً         و    مجموعة مفتوحة فً   لتكن  )المنحنى( 1.1.5تعرٌف 

 . تسمى منحنى فً   دالة قابلة للتفاضل, فان       

 على النحو         فترة مفتوحة. لنعرف المنحنى     و      لتكن  1.1.6مثال 

                                                         . 

سرعة حركة النقطة فً من المناسب ان نعتبر المنحنى عبارة عن حركة نقطة عند تغٌر الزمن. وبذلك فان 

. وانه من الصعوبة بمكان ان نرسم هذه الحركة لكن من             ̇ :    ̇ تحسب من   الزمن 

  1.3الممكن رسم مجموعة النقاط التً تمر بها النقطة المتحركة كما فً الشكل 

 

 

 

 

 1.3الشكل 

نقاط. ومن الممكن ان ٌكون  من المهم و الافضل ان ننظر الى المنحنى على انه دالة ولٌس مجموعة

المنحنى املس بمعنى انه قابل للتفاضل الى مالانهاٌة من المرات لكن رغم ذلك ان مجموعة النقاط التً 

تقتفً اثرها الدالة ذات شكل مفتل اي ذي رؤوس مدببة. ولكً ٌمكننا تفسٌر المعادلات من النوع 

 ̇ (       ً الجانب الاٌمن من المعادلة )اي ظهورا صرٌحا ولٌس ضمنٌا ف  حٌث ٌظهر         

-time)تفسٌرا معتمدا على التمثٌل الهندسً فانه ٌجب ادخال مفهوم الحقل المتجهً المعتمد على الزمن 

dependent vector field) .وذلك باضافة محور اخر الى محاور مستوي الطور الموسع . 

. فان الدالة     مجموعة مفتوحة فً   لٌكن  الزمن()الحقل المتجهً المعتمد على 1.1.7تعرٌف 

 )القابلة للتفاضل( 

                                                                   

 . كما نعرف حقل متجهً معتمد على الزمنتسمى 

                                                                 

هو مستوي   وان   حقل متجهً على    . وبهذا فان    .لكل               على النحو 

 . مٌتوي الطور الموسع للحقل المتجهً   الطور التابع لهذا الحقل المتجهً. كما ٌسمى 

      لنعرف     مجموعة مفتوحة   فان               اذا كان  1.1.8مثال 

حقل متجهً معتمد على الزمن. وهذا ٌعٌن الحقل المتجهً   . اذن            على النحو 

         المعرف على مستوي الطور الموسع الاتً: 
 

 
   . 

 باستخدام خطوط تساوي المٌل ٌمكننا دراسة اتجاهات هذا الحق اذ ان 
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  2.4ن اتجاهات الحقل هً بامتداد خطوط تساوي المٌل. لاحظ الشكلفً هذا المثال تكو

 

 

 

 

 

  2.4الشكل 

, فان الحقل المتجهً المعرف على                و ان      اذا كان  1.1.9مثال 

 وان خطوط تساوي المٌل هً                      مستوي الطور الموسع هو 

                                           

  1.5التً تظهر فً شكل 

 

 

 

 

 

 1.5الشكل 

لذا نستنتج ان الشرٌحة      الشًء المهم فً هذا الحقل الاتجاهً هو انه دوري و دورته تساوي 

وحدة زمنٌة كما نلاحظ فً الشكل      ٌتكرر فٌها الحقل كل        و     المحصورة بٌن 

2.5. 
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 حلول المعادلات التفاضلٌة 1.2

  1.2.1تعرٌف 

(a)  حقل متجهً معرف على مجموعة مفتوحة   لٌكن

 . فاذا كان  معرف على فترة مفتوحة   منحنى فً        . ولٌكن   فً   

                              ̇           ,                                                            (1.1) 

̇ ٌسمى حل للمعادلة التفاضلٌة     فان       ,   . 

(b)  حل لمسالة القٌمة الابتدائٌة   . فٌسمى المنحنى      و   عنصرا فً      لٌكن 

                                         ̇                                                                      (1.2) 

 .         بالاضافة الى الشرط  (1.1)اذا تحققت المعادلة 

̇ وعلٌه فان المعادلة التفاضلٌة  و مجموعة من   هً عبارة عن علاقة بٌن حقل متجهً       

. و (1.1)ان هذه المنحنٌات تحقق المعادلة فً مستوٌات الطور التابعة لهذه المنحنٌات بحٌث   المنحنٌات 

 باسلوب مشابه ٌمكننا اعطاء تعرٌف الحقول الاتجاهٌة المعتمدة على الزمن.

  1.2.2تعرٌف 

(a)  وان     مفتوحة فً   حقلا متجهٌا معتمد على الزمن معرف على مجموعة   لٌكن .

. وهذا الشرط ٌضمن ان    لكل             بحٌث ان    منحنى فً        

 . فاذا كان    ٌكون معرفا لكل            

                                         ̇             ,                                                      (1.3) 

̇ ٌسمى حل للمعادلة التفاضلٌة   فان          . 

(a)  ٌسمى حل   فان           اذا كانت النقطة

 لمسالة القٌمة الابتدائٌة 

                                       ̇                                                                    (1.4) 

̇ حل للمعادلة التفاضلٌة   اذا كان  فالمعادلة التفاضلٌة          وٌحقق الشرط          

وحقل متجهً معتمد على الزمن بحٌث ان هذا الحقل    عبارة عن علاقة بٌن منحنٌات فً  هً (1.3)

 .(1.3)ٌحقق الشرط 

) اي المعادلات ذات الصٌغة  (1.2.1)المعادلات التفاضلٌة المشتقة من حقول متجهٌة كما فً تعرٌف 

 ̇ بذاتها  حٌث ان الزمن غٌر ظاهر بشكل صرٌح( تسمى معادلات تفاضلٌة مستقلة      

(Autonomous Differential Equation)  و المعادلات التفاضلٌة ذات الصٌغة ̇            (

الحقول المتجهٌة المعتمدة على الزمن ( تسمى معادلات  – (1.2.2)اي المعادلات المشتقة من التعرٌف

 .(Non-autonomous Differential Equation)تفاضلٌة غٌر ذاتٌة 
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 سنرى فً الخطوة اللاحقة العلاقة بٌن حلول المعادلة 

                                              ̇            

 و حلول المعادلة

                                               ̇           

ما من التعرٌف بٌن   نرى ان حل المعادلة الاولى هو عبارة عن منحنى فً  (1.2.2)من التعرٌف 

فً   . الان اي نقطة      نرى ان حل المعادلة الثانٌة هو عبارة عن منحنى فً  (2.2.1)

 . اذن  فً   و    فً   حٌث ان         من الممكن التعبٌر عنها بالصٌغة      

                                                                

 لذا فان 

                                                 ̇            

                       ̇  ̇                                                                     (1.5) 

 بالصٌغة  (1.5)وعلٌه ٌمكن كتابة المعادلة 

                  ̇        ,      ̇                                                           (1.6) 

 على النحو   . فلنعرف  (1.4)حل لمسالة القٌمة الابتدائٌة   لٌكن 

                                                         

 حل لمسالة القٌمة الابتدائٌة   فان 

                          ̇       ,                                                                         (1.7) 

 وذلك لان 

                   ̇      ̇                                         

 بالاضافة الى 

                                                                    . 

 . اذن  (1.7)حل لمسالة القٌمة الابتدائٌة         الان بالعكس, لنفرض ان 

              ̇      ̇  ̇    (         )    (         )    

(           )وان   , وعلٌه فان          

                                ̇                ,      ̇      
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 . اذن       لذا فان          و       ̇ هو حل للمعادلة   وان 

                                          ̇             ,           

 .(1.4)هو حل لمسالة القٌمة الابتدائٌة   اي ان 

 ٚؼٌٍٛٙا, ٔؼطٟ  (2.4)ذاًِ الاِصٍح الاذ١ح ػٍٝ  1.2.3مثال 

                                    ̇                     

 شاتراْ ؼم١م١اْ(:   ٚ   فٟ وً ؼاٌح )

(a)  ̇                               

(b)  ̇   ,      ,             ,          

                                                     ,       

                                          ,                  

(c)  ̇      ,              ,         ,         ; 

                                                              ,        ; 

(d)  ̇       ,              ,       ,          

                                                                    ,          

                                                                                ,      ; 

(e)    ̇     ,      ,          
 ,     ; 

(f)  ̇          ,              ,             ,           

                                                                          ,         . 

 .  اْ ٚظٛد اٌؽٍٛي ٠ؽذد تخٛاص  

 

, ٠ٛظذ ؼً           فاْ لاٞ      داٌح ِسرّشج فٟ ِعاي ِفرٛغ,   ارا وأد  1.2.4قضية 

̇ ٌٍّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح            .        ٚاْ      تؽ١س اْ         

 ػٍٝ سث١ً اٌّصاي, ذاًِ اٌّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح      

                                      ̇   | |   ,                                                      (2.8)           

   

٘ٛ      ػٕذِا ٠ىْٛ            ٠ؼطٝ تـ      ؼ١س         . اٞ صٚض     ؼ١س اْ 

 اٌؽً 

                          {
          

              
                                           (2.9) 

 .    ػٕذِا          . تطش٠مح ِّاشٍح ٠ّىٓ اْ ٔعذ اٌؽً ٌلاصٚاض   √     ٚاْ 

. ػٍٝ سث١ً      لاوصش ِٓ ؼً ٚاؼذ         لاذرؼّٓ اِىا١ٔح وْٛ  2.2.4لاؼع اْ اٌمؼ١ح      

, ٟ٘ وً ؼً ِٓ         ذؽمك  (1.2)اٌّصاي ٕ٘ان ػذد غ١ش ِٕرٗ ِٓ اٌؽٍٛي ٌٍّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح 

 .      ٚ اٌؽً      ػٕذ  (2.9)اٌظ١غح 
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تاْ ٠ؽذز فٟ ؼً ٚاؼذ ٚ ٚاؼذ فمؾ ٌٍّؼادٌح    اْ اٌمؼ١ح الاذ١ح ذؼطٟ اٌششؽ اٌىافٟ ٌىً صٚض فٟ 

(1.4). 

,           ,فأٗ لاٞ     ِسرّشذاْ فٟ ِعاي ِفرٛغ,       ٚ   ارا وأد  1.2.5قضية 

̇ ٌٍّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح      ٠ٛظذ ؼً ٚؼ١ذ   .        تؽ١س اْ         

 ٌىٓ      ِسرّشج ػٍٝ     | |   لاؼع أٗ, ػٍٝ اٌشغُ ِٓ اْ 

                                    
  

  
 {

| |        

 | |        
     

. ٔلاؼع اْ    فمؾ, ٟٚ٘ غ١ش ِؼشفح ػٕذ                ذىْٛ ِسرّشج ػٍٝ 

̇ فٟ ػذد غ١ش ِٕرٗ ِٓ اٌؽٍٛي ٌٍّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح             اٌضٚض    | |   . 

. اٞ     ِسرّشذاْ خلاي اٌّعاي         ٚ            ِٓ ظأة اخش, 

̇ فٟ ؼً ٚاؼذ ٚ ٚاؼذ فمؾ ِٓ ؼٍٛي ٠ؽذز         صٚض   , ١ٌٚىٓ     

                                                                                                 (1.10) 

 .               ػٕذِا 
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الفصل الثاني

النمو الإحيائي

نموذج النمو الخطي 2.1

اٌّسأٌح الأساس١ح فٟ ػٍُ الأؼ١اء ٟ٘ اٌرٟ ذرؼّٓ إٌّٛ, ف١ّا إرا واْ ٘زا إٌّٛ ٘ٛ ّٔٛ اٌخ١ٍح, أٚ اٌؼؼٛ, أٚ 

الإٔساْ, أٚ إٌثاخ, أٚ اٌسىاْ. 

إْ اٌّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح الأساس١ح ٌٍّٕٛ ٚالاػّؽلاي ٟ٘ :

(1)     y
dt

dy


aإرا واْ شاتد اٌرٕاسة  yتإٌسثح ٌٍضِٓ ٠رٕاسة ِغ  yؼ١س ذٕض ٘زٖ اٌّؼادٌح ػٍٝ إْ ِؼذي ذغ١ش اٌى١ّح 

, ٚاٌّساٌح ٟ٘ yذىْٛ ِرضا٠ذج. فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح ٔثؽس ػٓ ّٔٛ  ٠yىْٛ ِٛظثا, ٚ  dtdyِٛظثح فئْ  yِٛظثا ٚ 

٠ىْٛ ساٌة ٚ  dtdyِٛظثح , فئْ  yساٌثح ٚ a. ِٓ ٔاؼ١ح أخشٜ , إرا وأد  (growth)إؼذٜ ِسائً إٌّٛ 

y ذىْٛ ِرٕالظح ٚاٌّساٌح ٕ٘ا ٟ٘ ِساٌح اػّؽلاي(decay)  ٠ؼطٝ تـ  (1).إْ ؼً اٌّؼادٌح

(2) t
cey




أٚ الأىّاش   [ت١ّٕا ٠ؽذز الاػّؽلاي  0شاتد اخر١اسٞ. ٔلاؼع ِٓ ٘زا إْ إٌّٛ ٠ؽذز إرا وأد  cؼ١س 

(shrinkage) [  0إرا وأد. 

 tػٕذِا yف١ىْٛ ٌذ٠ٕا  0٘ٛ إٔٗ إرا وأد  (2)ٚاٌؽً إٌّاظش  (1)اٌخًٍ اٌٛاػػ فٟ ِؼادٌح 

ٚػ١ٍٗ تّشٚس اٌضِٓ ٠ظثػ إٌّٛ غ١ش ِؽذٚد . إْ ٘زا ٠ٕالغ اٌٛالغ لإٔٔا ٔؼٍُ إٔٗ تؼذ ِشٚس صِٓ ِؼ١ٓ ٠رٛلف 

ّٔٛ اٌخ١ٍح أٚ اٌفشد , ت١ّٕا ؼسة اٌّؼادٌح ٠ظثػ اٌؽعُ وث١ش ظذا. ٚاٌسؤاي اٌطث١ؼٟ اٌزٞ ٠طشغ ٔفسٗ ٘ٛ ف١ّا إرا 

ه اٌؽمائك الإؼ١ائ١ح . ٌٕلاؼع إرا واْ فٟ الإِىاْ إْ ٔظٛؽ ٌٕعؼٍٙا ذٕاظش ذٍ (1)واْ فٟ الإِىاْ ذؽ٠ٛش اٌّؼادٌح 

اٌّساٌح س٠اػ١ا.

الصياغة الرياضية .

ذّصً اسذفاع إٔساْ ) أٚ ذّصً أش١اء أخشٜ ِصً ؼعُ خ١ٍح ( ِٓ اٌطث١ؼٟ إْ yٌرٛػ١ػ ٘زٖ الأفىاس ٔفشع إْ 

ٔفشع إْ ِؼذي ذغ١ش الاسذفاع ٠ؼرّذ ػٍٝ الاسذفاع تطش٠مح أوصش طؼٛتح ِٓ ؽش٠مح اٌرٕاسة اٌثس١طح واٌرٟ فٟ 

. ٚ٘ىزا ٠عة إْ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا: (1)

(3) )(,
0

yF
dt

dy
yy  0ػٕذِاt.

ؼ١س ذّصً 
0

y ٓ0الاسذفاع ػٕذ صِٓ ِؼ١t ٚ ,F ٌىٓ ٘زٖ اٌذاٌح غ١ش .ا٢ْداٌح ِٕاسثح ٌىٓ غ١ش ِؼٍِٛح

ساٌثح ٠ظثػ إٌّٛ  αِٛظثح ٠ىْٛ إٌّٛ غ١ش ِؽذٚجد تّشٚس اٌضِٓ ٚ ارا وأد  αِلائّح لأٗ ارا وأد ل١ّح 

طفشا تّشٚس اٌضِٓ ص ٘اذاْ اٌؽاٌراْ غ١ش ٚالؼ١ر١ٓ.
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 نموذج النمو الغير خطي 2.2

 

yyFتّا إْ اٌذاٌح اٌخط١ح   )(  غ١ش ِٕاسثح ف١عة إْ ٔعشب ذمش٠ثا ِٓ ِشذثح أخشٜ ِمذِا تاٌذاٌح اٌرشت١ؼ١ح
2

)( yyyF   0, ؼ١س ٔخراس  ٌىٟ ّٕٔغ إٌّٛ ٌـy  (3)وّا ٘ٛ ِطٍٛب ِٓ اٌٛالغ. اٌّؼادٌح اٌرفاػ١ٍح 

 ذظثػ ػٕذئز 

 

 

(4)                                        2

0
, yy

dt

dy
yy        0ػٕذِاt. 

٠عة اٌرأوذ ِٓ إْ ٘زٖ اٌّؼادٌح لا ذمذَ إلا ّٔٛرظا س٠اػ١ا ٔأًِ إٔٗ ٠ظف اٌؽمائك الاؼ١ائ١ح ٌٍّٕٛ ٚإرا واْ 

 إٌّٛرض لا ٠ؼطٟ ٔرائط ذرفك ِغ اٌٛالغ ف١عة إْ ٠ؼاد إٌظش ف١ٗ.

 الحل:

 ( ٟ٘ ِؼادٌح ِٕفظٍح , ف١ىْٛ ٌذ٠ٕا :4اٌّؼادٌح )تّا إْ 

            dt
yy

dy



2


أٚ                    


ct

yy

dy

)( 
    

 أٞ أْ  :

 (5)                   ctyy  )]ln([ln
1




أٚ                 










 ctdt

yy 





11
   

تاسرخذاَ اٌششؽ 
0

yy   0ػٕذِاt : ْفئ 

                                 )]ln([ln
1

00
yyc 


 

 ذظثػ : (5)ٚ٘ىزا فئْ 

)]ln([ln
1

)]ln([ln
1

00
yytyy 





 

 فٕعذ إْ : yٔؽً لأظً 

 (6)                                 
t

e
y

y
























11

0

 

 ذىْٛ  yفئْ أػظُ ل١ّح ٌـ 0, ٔلاؼع , ػٕذِا  nػٕذِا  (6)إرا أخزٔا اٌغا٠ح ٌـ 

 

(7)                                            







yy
t

lim
max

 

 

 وّا ٘ٛ ِطٍٛب ِٓ اٌؽمائك الاؼ١ائ١ح ٚذش١ش إٌٝ طؽح ّٔٛرظٕا اٌش٠اػٟ. yٚ٘زٖ ذث١ٓ إٔٗ ذٛظذ غا٠ح ٌّٕٛ 

إْ اٌم١ّح اٌؼظّٝ ٘زٖ ذّصً تـ  (7)وّا ِث١ٓ فٟ 
max

y: 

1,2إٌّاظشج ٌٍضِٓ  yٔفشع إْ ل١ّح  (6)لاسرخذاَ إٌر١عح   tt  ْٛتاسرخذاَ ٚؼذاخ ِؼ١ٕح ِٓ اٌضِٓ ( ذى (

ِؼطاج تـ 
12

, yy ِٓ ٔلاؼع إْ : (6). ػٕذئز 
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



2

0

2

11



















e
y

y     ,

11

0

1
























e
y

y 

 أٚ 

 

(8)                               ,
1

)1(

0

2

2

2

y

e

y
e











  ,

1
)1(

01
y

e

y
e











 

 

ٌرؽذ٠ذ  تذلاٌح  ,
012

,, yyy  ٟ(8)٠ّىٕٕا إْ ٔسرّش وّا ٠ٍٟ: ٔمسُ اٌّؼادٌح اٌصا١ٔح ػٍٝ اٌّؼادٌح الأٌٚٝ ف 

 . فٕؽظً ػٍٝ ٌىٟ ٔؽزف 

(9)                                                          

01

0

2

2

1

1

1

y

e

y

y

e

y
e

















 

 تالاخرظاس ٔؽظً ػٍٝ:

 

(10)                                                       
)(

)(

012

120

yyy

yyy
e






 

 

 , ٔعذ إْ : (8)إرا ػٛػٕا ٘زا فٟ اٌّؼادٌح الأٌٚٝ ٌـ 

 

(11)                                          
)2(

2120101

20

2

1

yyyyyyy

yyy









 

 

تذلاٌح ل١ُ ِخراسج ٌـ   (6)ٌىراتح اٌّؼادٌح  (11),  (10)٠ّىٓ اسرخذاَ 
012

,, yyy إْ اٌّف١ذ إْ ٔلاؼع إْ اٌم١ّح ,

 اٌؽذ٠ّح 

( limiting value )  ٌـy : ْٛذى 

 

(12)                                 
20

2

1

2120101

max

)2(
lim

yyy

yyyyyyy
yy

t 






 

 

 

 ٌٕٛػػ رٌه تثؼغ الأِصٍح ػٓ و١ف١ح اسرخذاَ ذٍه إٌرائط

  (1)مثال 

 (data) اٌث١أاخ. اسرخذَ (1-1)روٛس فٟ اػّاس ِخرٍفح ِث١ٕح فٟ اٌعذٚي  لأؽفايتالإٔعاخ  الاسذفاع اٌٛس١طٟ 

 اٌّؼطاج ٌٍرٕثؤ ػٓ الاسذفاع اٌٛسطٟ ٌٍزوٛس اٌثاٌغ١ٓ ػٕذ إٌّٛ اٌّرىاًِ

 

 ِخرٍفح تأػّاسروٛس  لأؽفايالاسذفاع اٌٛسطٟ  (1-1)ظذٚي 
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  (in)الاسذفاع        اٌؼّش               

 19.4               ػٕذ اٌٛلادج              

 31.3               سٕح ٚاؼذج              

 34.5                 سٕراْ              

 37.2               شلاز سٕٛاخ              

 40.3               أستغ سٕٛاخ              

 43.9               خّس سٕٛاخ              

 48.1               سد سٕٛاخ              

 52.5               سثغ سٕٛاخ              

 56.8               شّاْ سٕٛاخ              

 الحل : 

ذٕاظش الأػّاس ػٕذ اٌٛلادج, أستغ  2,1,0tٌرغط١ح اٌّعّٛػح اٌىاٍِح ٌٍث١أاخ اٌّؼطاج فٟ اٌعذٚي , ٔفشع إْ 

 سٕٛاخ , شّاْ سٕٛاخ ػٍٝ اٌرؼالة. ػٕذئز ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

                                                4.19,3.40,8.56
012
 yyy 

الاسذفاع اٌٛسطٟ , أٚ خّسح ألذاَ ٚسثؼح إٔعاخ ٚ٘ٛ in9.66ذؼطٟ اٌم١ّح  (12)ترؼ٠ٛغ ذٍه اٌم١ُ فٟ ِؼادٌح 

 اٌّطٍٛب.

 

 

  (2)مثال 

ِؼطٝ  (1960-1900), إْ سىاْ اٌٛلا٠اخ اٌّرؽذج الأِش٠ى١ح ٌٍسٕٛاخ  (census)ِٓ ِىرة إؼظاء اٌسىاْ 

 . اسرخذَ اٌّؼٍِٛاخ اٌّؼطاخ ٌرؽذ٠ذ:(2-1)تاٌعذٚي

(a) .اٌؽذ إٌظشٞ الأػٍٝ ٌسىاْ اٌٛلا٠اخ اٌّرؽذج الأِش٠ى١ح 

(b)  1990ػذد اٌسىاْ اٌّرٛلغ فٟ سٕح 

(c)  1870ػذد اٌسىاْ فٟ سٕح  

 

 سىاْ اٌٛلا٠اخ اٌّرؽذج الأِش٠ى١ح (2-1)ظذٚي 

 ػذد اٌسىاْ )تاٌّلا١٠ٓ( اٌسٕح

1900 76.0 

1910 92.0 

1920 105.7 

1930 122.8 

1940 131.7 

1950 151.1 

1960 179.3 

 

 الحل:
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, 1900,  1960ذٕاظش اٌسٕٛاخ  2,1,0tٌرغط١ح اٌّعّٛػح اٌىاٍِح ٌٍّؼٍِٛاخ اٌّؼطاج فٟ اٌعذٚي , فشع إْ 

 ػٍٝ اٌرؼالة. ػٕذئز ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا  1930

 

(13)                             0.76,8.122,3.179
012
 yyy 

 

(a)  ٟٔؽظً ػٍٝ : (12)ترؼ٠ٛغ ذٍه اٌم١ُ ف 

                                                                3.346
max

y 

 ١ٍِٛٔا. 346أٞ إْ اوثش ػذد ٌسىاْ اٌٛلا٠اخ اٌّرؽذج الأِش٠ى١ح س١ىْٛ ؼٛاٌٟ 

 

(b)  ُٔعذ إْ  (10)فٟ ِؼادٌح  (13)ترؼ٠ٛغ اٌم١ 

                                                                5117.0


e 

 

 إْ  (6), ٔعذ ِٓ  (a)ِٓ اٌفشع  3.346تاسرخذاَ ٘زا ٚإٌر١عح 

 

(14)              
t

y
)5117.0)(557.3(1

3.346


                                        ٚأ

t
e

y
6678.0

)557.3(1

3.346




 

 

 

 5.234yٔؽظً ػٍٝ إٌر١عح   (14)فٟ  t, ٔؽظً ترؼ٠ٛغ ٘زٖ اٌم١ّح ٌـ 2tذٕاظش  1990تّا إْ اٌسٕح 

 ١ٍِٛٔا. 234٘ٛ ؼٛاٌٟ  1990ارْ ػذد اٌسىاْ اٌّرٛلغ فٟ سٕح 

 

(c)  0 ذٕاظش 1870اٌسٕحt  تٛػغ ٘زٖ اٌم١ّح ٌـt  ٟ6.43ٔعذ إْ  (14)فy. 

 

 39.8ِٓ اٌعذ٠ش تاٌّلاؼظح إْ ػذد سىاْ اٌٛلا٠اخ اٌّرؽذج الأِش٠ى١ح اٌؽم١مٟ تّٛظة ِىرة إؼظاء اٌسىاْ واْ 

 ٠ٍِٕٛا.

 

٘ٛ اٌمأْٛ اٌّّىٓ ٌٍّٕٛ  (6)اٌّؼثش ػٕٗ تاٌّؼادٌح  (4)إْ الأِصٍح اٌّزوٛسج آٔفا ذث١ٓ إْ إٌّٛرض اٌش٠اػٟ 

ف١ض٠اء ٚاٌى١ّ١اء ٚالالرظاد (. وّا ت١ٕا ا٢ْ إْ أٞ لأْٛ ٠ٛػغ الإؼ١ائٟ ) أٚ ؼرٝ إٌّٛ فٟ ِعالاخ أخشٜ ِصً اٌ

ٌٍٛطف اٌش٠اػٟ ٌٍطث١ؼح ) ِصً لأْٛ ١ٔٛذٓ أٚ لأْٛ وششٛف( ٠عة إْ ٠رفك ِغ اٌذ١ًٌ اٌرعش٠ثٟ ٚ الا ٠عة 

رٌه ِغ اٌٛالغ. ِٓ  (6)ٔرٛلغ تّٛظثٗ اذفاق اٌّؼادٌح  ( criteria )ذغ١١شٖ . ِٓ اٌّف١ذ إْ ٠ىْٛ ػٕذٔا ِؼ١اس 

 إْ ٘زا اٌشسُ ٠ىشف إٔٗ (1-1)وّا ِث١ٓ فٟ اٌشىً  (6)ٌـ  اٌث١أِٟلاؼظح اٌشسُ 
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 (1-1)شىً 

 

ذرضا٠ذ ِٓ  yِٓ اٌظفش فئْ  tػٕذِا ذرضا٠ذ 
0

y  ٌٝٚذمرشب ذذس٠ع١ا إ
max

y ِٓ 0. إٌّؽٕٟ ٌٗ ١ًِ ِرضا٠ذt 

 (point of inflection )ٔمطح أملاب  Pٚتؼذ٘ا ٠ىْٛ ١ٍِٗ ِرٕالض . إرْ ٔمطح  Pإٌٝ اٌضِٓ إٌّاظش ٌٍٕمطح 

٠ٚ0رُ اٌؽظٛي ػ١ٍٙا تّٛظة اٌطشائك الاػر١اد٠ح ٌؽساب اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ تٛػغ اٌّشرمح اٌصا١ٔح 
22
dtyd . 

٠ٚسرؼًّ تظٛسج ٚاسؼح فٟ  ( logistic curve)٠سّٝ غاٌثا ِٕؽٕٝ إٌّٛ إٌسثٟ  Sإْ ٘زٖ إٌّؽٕٟ اٌزٞ تشىً 

 ػٕٙا. ((gration ػٍَٛ اٌؽ١اج

  

 

 متنوعة في النمو الاحيائي  مسائل2.3  
 
  101معادلة منحني النمو النسبي الى البيانات في الجدول  نريد كتابة -1

 

                ,                ,             

    

  
   

     
   
  

        
 

     وعميو 
         

          
     ان المطموب ىو ايجاد الثوابت           

  
   

     
   
  

        
 

 : الآن لإيجاد قيمة 
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    لإيجاد قيمة         

    = 
                   

 
    
      

  
                

 

    = 
                                          

          
                 

                           

 
                       

                      

 Y0 =                                                 t = 0                                    

                                                                           =1 

=                      

 

  Y1 =                                            t = 1                        

                                       

                 y  =  

 

                =                                    t = 2 
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=               

     

   =                

2- :-a  تحقق من دقة النتائج في المثال التوضيحي : 
    b  بمقارنة النتائج المحسوبة مع البيانات الحقيقية  .  2( المثال التوضيحي 
 الحل
a :-  

     

 
 

                 =       

              

     =  

 
:-           

            

                
                      

                 
 

   
  

 
          

            
    

     

         
           

 

 

                                                                                             t = 1 

y(1) =     
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                                         t = 2 
y(2) =     

                      
 
   
          

        
                      

 
  y(3) =     

                      
 

  
   =     

                       
 

 
           

         
                     

 
  y(4) =     

                      
 

  
   =     

                       
 

 
           

        
                     

 
  y(5) =     

                      
 

 
   =     

                       
 

 
           

         
                     

 
  y(6) =     

                      
 

  
   =     
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  y(7) =     

                      
 

  
   =     

                        
 

     
       

          
                     

 
  y(8) =     

                      
 

  
   =     

                         
 

     
           

          
                    

 
  b) 

                     
       

       
   

     
   
  

        
                                                                   

 

  
     

   ( 
     
  

  )             
                                                      

     
        

         
                    

    
  2- y(1) =      
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y(2) =   3- 

y(3) =  

y(4) =   

y(5) =   
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  y(6) =      

                       
    

  

            
     

                     
 

      
              

      
                     

 
 
 يبين النمو لمستعمرة بكتيريا في عدد من الايام مقاسا حجميا بالسنتيمترات 1.5الجدول  - 3

  -المربعة :    
a  ).  جد معادلة لممساحة بدلالة الزمن 
b)    باستخدام المعادلة التي يتم الحصول عمييا فيa) قارن القيم المحسوبة لممساحة مع ) 

 القيم الحقيقية .     
c ؟ ىل تتوقع مثل وجود ىذا الحجم واقعيا ؟ اشرح ذلك .( ما اعظم حجم نظري لممستعمرة 
 

 نمو مستعمرة بكتيريا   1.5جدول 
 

      0        1       2       3        4       5       6العمر ) ايام (         
 

  1.20   3.43   9.64   19.8   27.2   33.8   37.4المساحة                  
 

                        -: sol    * معادلة المساحة ىي نفسيا معادلة النمو                
  

             
   

     
   
  

        
                                                      

 
:-              
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    = 

                   

 
    
      

  
           

 
    = 

                                     

         
                  

                    

                         
     = 

                        

            
              

 
     = 

                        

      
              

                       

                      
         

        
         

   b) 

               
   

     
   
  

          
 

           
y(0)          

   ( 
       

    
  )  

                                                            

 

 
       

                
 

 

                

        
                   

 

y(1)           

   ( 
       

    
  )         
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y(2)           

                            
                                                                 

                          
 

y(2)  
       

                       
 
 
               

      
                   

 
y(3)           

                            
                                                       

  

        
       

                         
 

 

               

      
                   

 

y(4)           

                             
            

  
               

          
                   

 

y(5)           

                              
            

  
               

           
                   

y(6)           
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y max   =  lim  =                                                   C) 
             t → ∞  

 (   ؟12(  ثم جد )11(  , )10النتيجة من  ) سنشتق  -4    

             
   

     
   
  

        
                                                                          

 
             

 

 
                                   (7)                      

                
      y1  ,y2             t = 2      ,    t = 1معطاة بـــــ       

     
   

     
   
  

        
                     

   

     
   
  

         
  

                                             ( 

 

 

  
  )          =    

 

     
 

 

                                           *  ( 
   

  
  )    +  

 

     
       

                     
 

     
  

 

     
             

                    
 

     
  

 

     
          

 ينتج                                                                                
                    

 

     
  

 

     
                                                       

 
 -تسير كما يمي  :                بدلالة           ,    لتحديد قيمة 

 نقسم المعادلة             عمى معادلة                  نحصل عمى
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 ومنيا نجد ..                 
              

         

             
                                     (10) 

 
 (  نجد ان  8(  في معادلة )10اذا عوضنا معادلة )           
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 ومن ىنا نجد ان 

      
   

         
  

                       

 

 
  y0   y2 , y1 ,( بدلالة قيم مختارة لــ 6لكتابة المعادلة )( 11( او )10يمكن استخدام ) 

  yمن المفيد ان نلاحظ ان القيمة الحدية لــ 
                

                       

           
                 ىي                          

               
 (  .4من المعادلة التفاضمية )( مباشرة 7النتيجة ) سنجد -5
  -( ىي معادلة منفصمة فيكون لدينا :4الحل //  بما ان المعادلة )  
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∫او          
     

       
         

  اي ان     .     

 
    

   
                      

 او                   

   ∫
    

   
  
    

   
  

    

      
        

                                                              

 فان     y = 5عندما            = yباستخدام الشرط                       
    

   
 [         (      

)]   = C 
 (  تصبح 5وىكذا فان      )           

    

   
                    

    

   
 [         (      

)]   = C 
    

 فنجد ان     نحل لأجل               

    
   

     
   

  
         

                                                                      

αنلاحظ عندما              عندما  (6)اذا اخذنا الغاية لـ   تكون    yفان اعظم قيمة لـــ      
 

               
 

 
                                                  (7)                     

                    
  tوالقيمة المناظرة لــــ                    بين ان نقطة الانقلاب لمنحني النمو النسبي تكون عند  -6  

 تكون عند  
  

    
    

   
    

    

         
         

    

    -الحل :
                             

  
          

     
   

  

     
          

   
   نجعل     

   
  

     
 لكي نحصل عمى نقطة الانقلاب    
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 ومنيا
    

   
 عندما                                               

           

             
    

   
        

    

   
  (

    

         
         

  )    

  

    
      

         
        

 
    

   
  (

    

         
         

  )    

 

                       
    

   
          (

    

         
         

  ) 

 
    

   
        

    

   
           (

    

         
         

  )             

 

              
    (

      

         
         

  ) 

 
                               

            
       

   (
      

         
         

  ) 

 

      (
      

         
         

  )  
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  -ان معادلة المنحني النمو النسبي يمكن ان تكتب كما يمي : سنبين -7

  
   

               
 

 ىو الزمن المناظر لنقطة الانقلاب  .     حيث ان  

  
    

   
   (

    

         
         

  )                                                     

             
    

   
   (

      

         
         

  )                                                    

              (
    

         
         

  )                                                              

 

              
    

   
  (

      

         
         

  )                                                   

 
     ـرح   ـــــــــــــــبالطــ

                  

         
   

        
            

   

   
                             

 

 ( لتمثل نمو السكان لمدينة اذا كانت ىناك ىجرة الى المدينة4بين كيف  تعدل ) -8
 بمعدل ثابت  حل مسألة القيمة الابتدائية الناتجة .   
  -الحل :   
 ىوالمسألة الأساسية في عمم الأحياء ىي التي تنظم النمو فيما اذا كان ىذا النمو  -   

 خمية , او عضو او انسان او سكان او نبات .     
  -ان المعادلة الأساسية لمنمو والاضمحلال ىي : -   
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 بالنسبة لمزمن   yحيث تنص ىذه المعادلة عمى ان معدل تغير الكمية    
 .  yيتناسب مع    
 :موجب فيكون    yوالـــ     اذا كان ثابت التناسب موجب   -
     

  
 تكون متزايدة ) اي زيادة نمو السكان واليجرة الى المدينة   yموجب و   

 بمعدل غير ثابت ( .   
 لمدينة واذا كانت ىناك ىجرة   yنبحث عن نمو السكان  في ىذه الحالة  -
 بمعدل ثابت .  
 
 
  موجبة فان   yسالبة  و     من ناحية اخرى اذا كانت   -

  
 يكون سالب  

 متناقضة والمسألة ىنا تكون مسألة اضمحلال )تستخدم اليجرة الى المدينة(. yو   
 ( يعطى بــــ 1ان حل المعادلة ) -
 

                                                           
 اختياريثابت   Cحيث  

 بينما يحدث النزوح عنيا اذا        نلاحظ من ىذا ان اليجرة تحدث اذا كانت      
 ( 2( والحل المناظر في معادلة )1والخمل الواضح في معادلة رقم )         كانت 
 وعميو بمرور الزمن  ∞   عندما    ∞   فيكون لدينا         ىو اذا كان   
 يصبح النمو غير محدد , ان ىذا يناقض الواقع لأننا نعمم ان اليجرة بعد مرور زمن معين 

 تتوقف , بينما حسب المعادلة يصبح العدد كبير جدا .
 ( اذا كانت ىجرة الى المدينة ونزوح عنيا .7) مسالةحل   -9

  -الحل :     
 تمثل ىجرة السكان ) لمدينة معينة (   yنفرض ان    7لتوضيح الافكار في  س        
 يعتمد عمى اليجرة بطريقة اكثر ومن الطبيعي ان نفرض ان معدل تغير اليجرة        
 ( وىكذا يجب ان 1صعوبة من طريقة التناسب البسيطة كالتي في المعادلة رقم )       
 يكون لدينا :       
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اليجرة عند زمن معين      حيث تمثل                     عندما              حيث ان        
=     بما ان الدالة الخطية    ,دالة مناسبة لكن غير معمومة لحد الآن   F       في  

    غير مناسبة  فيجب ان نجرب تقريبا من   مرتبة اخرى مقدما بالدالة التربيعية            
    

كما ىو مطموب من الواقع     لكي نمنع اليجرة لـــــ         . حيث نختار       =      
 (  تصبح عندئذ :3المعادلة التفاضمية  )

  

  
        

                           
ان ىذه المعادلة لا تقدم الا نموذجا رياضيا نأمل انو يصف الاحيائية   لميجرة والنزوح  التأكد* يجب 

 واذا كان النموذج لا يعطي نتائج تتفق مع الواقع فيجب ان ينعاد النظر فيو .
 -ىي معادلة منفصمة فيكون لدينا :  4 )وبما ان المعادلة ) 
   

       
   

∫ومنيا     
  

       
   

 , اي ان        

 
    

   
                              

    او                  

              ∫  
 

 
 

 

     
                                                                       

 فان  :       عندما            باستخدام الشرط                      

                      
    

   
 [        (       

)] 

 ( تصبح :5وىكذا فان )
    

   
                   

    

   
[        (       

)]   

 فنجد ان :   نحل لأجل  

  
   

   
   
  

          
                                        

ذا  تكون :  yفان اعظم قيمة لـــ         نلاحظ عندما      ∞   ( عندما  6الغاية لـــ  ) أخذنا وا 
                                   

 

 
                                              (7)     

 .  الإحيائيةكما ىو مطموب من الحقائق    توجد غاية لميجرة  أنوىذه تبين 
 



31 

المصادر:

[ 1] J.D. Murray" Mathematical Biology I. An Introduction"Third Edition 2001

Superstock.

[2] J.D. Murray" Mathematical Biology II: Spatial Models and Biomedical

Applications" Third Edition 2003 J.D. Murray

. 

[3] M.R. Spiegel, "Applied Differential Equations", Prentice Hall Inc. Englewood

Cliff, New Jersey, Third Edition(1981). 


