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 المقدمة

يكتب كأتحاد  Xاذا لم يكن  Connectedيسمى متصل  التبولوجيالفضاء 

 v ∪ u  =X. أي أن Xغير خاليتان وجزيئيتان من  نفصلتانملمجموعتان مفتوحتان 

فأن  Φ = v  ∩ uو  Xمفتوحتان غير خاليتان من مجموعتان جزيئيتان  vو  uحيث 

المجموعة  ةتحوي مجموعة واحد X. وهذا يعني أن uأو  vاحدهما تكون خالية أما 

اذا كانت متصلة في  Connectedتسمى متصلة  التبولوجيمن الفضاء  Aالجزئية 

 الجزئي.  التبولوجيالفضاء 

)او  كثر تعميماأو بشكل  [1 , 0]وأكثر مثال متداول لمجموعة متصلة هي الفترة 

وأكثر الفضاءات التي تظهر متصلة  Rاكثر عمومية( أي فترة مغلقة أو مفتوحة في 

 -يمكن برهنتها باستخدام خواص المجموعات المتصلة ومنها:

:𝑓اذا كانت  - 𝑋 ⟶ 𝑦  دالة مستمرة وكانX ( فضاء متصل فأنx)f  مجموعة

 متصلة.

متصلة واي مجموعة جزئية بين  𝑐̅فأن  Xمجموعة جزئية متصلة من  Xاذا كانت  -

c  و𝑐̅ .تكون متصلة 

𝑖𝑖∩وكان  Xمجموعات جزئية متصلة في  ciاذا كان  - 𝑐𝑖 ≠ تكون  𝑈𝑖𝑐𝑖فأن  ∅

 متصلة.

ربما يكون البرهان معقد شيء ما بالنسبة لمجموعات مثل المجموعات المتكسرة في 

حالة كون مجموعاتها متصلة. وكمثال على ذلك اتصال حد مجموعات ماند لبروت 

(Connected endnees of the mondelbortنسمي الفضاء ال )بولوجي تX 

من  Xد مسار في بوجو Xفي  �̀�و  Xمسار متصل اذا كان لاي زوج من النقاط 

𝑋 ⟶ �̀�  أو من�̀� ⟶  𝑋  دالة مستمرة بحيث ان: توجد فأنهP(1) = X
1

  ،P(0) 

= X  وبما أنq(t) = P (1 – t)  ايضاً مستمر حيثq(0) = P(1) = X
1

و              

q(1) = P(0) = X  ممكن ان نتصور المسار سيكون مباشر اي منX  الىX
1

أو  

Xمن 
1

 . Xالى  

ممكن أن  yتسمى مسار متصل اذا كان لأي نقطتان في  X ⊆ yالمجموعة الجزئية 

تماماً المسار المتصل يتشارك بعض خواص  yيوجد مسار متصل يأخذ القيم داخل 

  -الاتصال:

:𝑓اذا كانت  - 𝑋 ⟶ 𝑦  مستمرة وX  مسار متصل فأنf(x) .مسار متصل 
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𝑖∩متصل و  Xمسار مجموعات جزئية من  Ciاذا كان  - 𝑐𝑖 ≠ 𝜑   فأن𝑈𝑖𝑐𝑖  هو

 مسار متصل.

 الضرب لمسار مجموعات متصل هو مسار متصل. -

وبمقارنة هذه الخواص مع خواص الاتصال نرى ان احد تلك الخواص مفقودة وهي 

اي مجموعة تقع بين مسار مجموعة جزئية متصلة واتصالاتها هو مسار متصل في 

هو ايضاً وي متصل الحقيقة هذه الخاصية ليست صحيحة دائماً. فمثلاً الفضاء الاقليد

كل متصل هو مسار متصل قد تتحقق بأنه هو نفسه اي أن مسار متصل والاعتقاد 

ليستا نفس الخاصية دائماً. أذ ان  واحدة والاخرى ليس بالضرورة او ان الخاصيتان

مسار الاتصال يتضمن الاتصال ولكن المعكوس غير صحيح ولا يتحقق وسنعطي 

 مثال يوضح المجموعة المتصلة ليست بالضرورة تشكل مسار متصل.

مستقيمات مرتبطة في وسنستخدم بعض الامثلة التي ستكون اشكال معمولة بتأني من 

  لامتدادات غير منتهية. المستوي جميعها بنقطة اضافية

بحثنا هذا تضمن فصلان، الفصل الاول ويتكون من البند الاول الذي احتوى على 

مفاهيم اولية والبند الثاني الذي احتوى على تعارف الفضاء المتصل أما الفصل الثاني 

ويتكون من البند الاول الذي قدمنا فيه بعض الخواص للفضاء المتصل والبند الثاني 

اولنا فيه العلاقة بين المسار المتصل والمسار الموضعي والبند الثالث فقد تناولنا فقد تن

 فيه مسار التركيبات والمسار المتصل والعلاقة بينهما.
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 الفصل الاول

 البند الاول

  Primi اوليات

 :1.1.1تعريف 

ويرمز  Sاي مجموعة من الاعداد الحقيقية. اقل حد اعلى للمجموعة  Sلتكن  

أو لا ينتمي لها. او  Sوهو عدد يمكن ان ينتمي للمجموعة  sup (s)له بالرمز 

 Sفقط اذا كانت واذا  Sهو عنصر في  Sبكلمات اخرى اقل حد اعلى للمجموعة 

 .inf (s)يرمز له  Sتملك عنصر اعظم. واعظم حد ادنى للمجموعة 

 :1.1.2مثال 

 .inf (s) = 1و  Z∉(1,2)ولكن  sup(s) = 2لذلك  S = (1,2)لتكن 

 :1.1.3تعريف 

جوار  N. تسمى Nنقطة في  Pو  N⊂X، و تبولوجي( فضاء  X,Tليكن )  

(neighbourhood للنقطة )P  اذا وجدت مجموعة مفتوحةu  بحيث𝑃 ∈ 𝑢 ⊆ 𝑁 

 :1.1.4امثلة 

هي جوار للنقطة  Rفي  [0,1]الفترة المغلقة  -1
1

2
) ⊇ [0,1]لأن  

1

4
,

3

4
) ∈ 

1

2
 

 1,) ⊇ [0,1)   1ليست جوار لـ  [0,1)الفترة  -2
1

2
 )∉ 1. 

 Xمجموعة مفتوحة في  [a]لاحظ أن  t = {𝜑,�̅�[a]}و  X = {a, b, c}ليكن  -3

 لأن aار النقطة ووهي ج

a ∈ [a] ⊆ [a] 

 :1.1.5تعريف 

 :A⊂X، ولتكن تبولوجي( فضاء  X,Tليكن ) 

Aمجموعة مغلقة اذا كانت  Aنقول أن  -1
c

 مجموعة مفتوحة. 

التقاطع لكل المجموعات المغلقة التي تحتوي  أنهب Aللمجموع  عرف الانغلاقي -2

A أي .Fi ⊆∩ �̅�  وحيثFi  مغلقة لكلi. 
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 :1.1.6مثال 

فأن المجموعات  T = {φ, X, [1],[2], [1,2]}وكانت  X = {1, 2, 3}اذا كانت 

  ,X, {3}, {1,3}, {2,3} ∅المغلقة هي 

Let A = {1,3} , CL(A) = {1,3} ∩ X= {1,3} 

       B = {2} , CL(A) = X ∩ {2,3} = {2,3} 

 :1.1.7تعريف 

المجموعات  ائلةع( X,T) تبولوجيمجموعة جزئية غير خالية في الفضاء ال yلتكن 

={0∩ y : 0∈t} Ty   من المجموعات الجزئية منy  ا على تبولوجيهيy  تسمى

 relativeا نسبية )تبولوجي( او sub space topologyا الفضاء الجزئي )تبولوجي

topology على )y  بواسطةT ،تبولوجيالفضاء ال (y, Ty يسمى فضاء جزئي )

 (.X, Tمن )

 :1.1.8مثال 

 T={φ, X, {a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}و  X = {a, b, c, d, e}لتكن 

 Ty= {φ, y, {a},{d},{a,d},{d,e}}فأن  y = {a, d, e}ولتكن 

 :1.1.9تعريف 

. نقول Xفضاءين جزئيين من  Bو  A، ولتكن تبولوجي( فضاء  X,Tليكن )  

أي  مالاق لهغمنفصلتان من الان Bو  Aاذا كان كل من  separatedهما  Bو  Aأن 

 اذا كان

( B ∩ CLX (A) ) ∪ ( A ∩ CLX (B) ) = 𝜑 

 :1.1.10ملاحظة 

Separated  يعني احياناً أكثر من الانفصالdisjoint  أي أن شرط المجموعتان

 .تصلةماقوى من القول انها مجاميع 

 :1.1.11مثال 

هما مجاميع منفصلة  B = ( 0, ∞)و  [A = ( -∞, 0المجموعتان  X = Rليكن 

Rفي  Separatedولكن ليست 
2

A = {(x,y) = xالمجاميع  
2
+y

و                         {1≥2

B = {(x,y) = (x-2)
2
 + y

 .disjointمنفصلتان  {1>2
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 :1.1.12تعريف 

بعنصر  Xتعريف الدالة هي علاقة رياضية تربط كل عنصر ينتمي الى المجال 

 .     f(x) = y f: x⟶yوتعرف بالشكل  yواحد فقط من مجالها المقابل 

 :1.1.13مثال 

 مثال عن الدالة

f(x): 2X ; ∀X∈Z 

 :1.1.14تعريف 

( clopen( تسمى مغلقة مفتوحة )X, t) التبولوجيمن القضاء  Sالمجموعة الجزئية 

 (.X,tاذا كانت مغلقة ومفتوحة في )

 :1.1.15 مثلةا

 هي مجاميع مغلقة ومفتوحة. φ  ،Xالمجموعات ( X, tولوجي )بتكل فضاء في  -1

هي  [b,c]و  [a]المجاميع  t = {φ, X, [a] [b,c]}و  X = {a,b,c}لتكن  -2

 مجاميع مغلقة ومفتوحة.

 :1.1.16تعريف 

  -:fدالة، تسمى  f: X̅ ⟶yولوجيين ولتكن بتفضائيين  yو  Xليكن 

 f(x1)=f(x2)( اذا كان injectiveأو  one toneدالة متباينة أو واحد لواحد ) -1

 .Xفي  x1و  x2لكل  x1 = x2يعطي 

بحيث  X ∈ nيوجد  Y ∈ y( اذا كان لكل Surjectiveأو  ontoدالة شاملة ) -2

f(x) = y. 

 :1.1.17مثال 

 Z ∈ Zلكل  |f(z) = |z دالة معرفة بالشكل f:Z ⟶Zولتكن  Zلتكن 

f  ليست متباينة لأنf(1) = f(-1) وp  ليست شاملة لأن لا يوجدZ∈ Z  بحيث

f(z)= -1. 
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 :1.1.18تعريف 

 -دالة: f:X ⟶Yولوجيين، ولتكن بتفضائيين  X, Yلتكن 

بحيث أن  g: Y ⟶X( اذا وجدت دالة inverseيملك نظير ) fنقول أن  -1

g(f(x)) = x  لكلx ∈ X  وf(g(y)) = Y  لكلy ∈ Y  تسمىg  دالة النظير للدالة

f. 

fفأن  S⊆Yاذا كانت  -2
-1

(S)  تعرف بالشكلf
-1

(S)={x:x∈X, f(x)∈S} 

f. المجموعة الجزيئية
-1

(S)  منX ( تسمى الصورة العكسيةinverse image )

 .Sللمجموعة 

 :1.1.19مثال 

 و gلا يمتلك دالة نظير  fحيث  Z ∈ Zلكل  |f(z) = |Zلاحظ المثال السابق حيث 

f
-1

 ({1,2,3}) = {-1, -2, -3, 1,2,3} 

f
-1

({-5,3,5,7,9} = {-3,-5,-7,-9,3,5,7,9} 

 :1.1.20تعاريف 

ين، نقول ان هذين الفضائيين تبولوجي( فضائيين Y,t( و )X,tليكن ) -1

تمتلك الخواص  f: X⟶Y( اذا وجدت دالة homeomorphicهوميومورفك )

 التالية:

- f  أي ( دالة متباينةf(x1) = f(x2) ⟹ X1 = X2  .) 

- f  أي لكل ( دالة شاملةy∈Y  يوجدx∈X  بحيث أنf(x) = y.) 

fفأن  u ∈ t1لكل  -
-1

 (u) ∈ t. 

 .f(v) ∈ t1فأن   v ∈ tلكل  -

تماثل  f دالة تسمى f: X⟶Yن ولتكن يتبولوجي( فضائيين y,t( و )x,tليكن ) -2

(homeomorphism( بين )x,t( و )Y,t1 ويكتب بالشكل )(x,t) ≅ (y,t1). 

 :1.1.21مثال 

( هما هوميومورفك ولبيان ذلك: c,d( و )a,bأي فترتين مفتوحتين غير خاليتين )

 دالة معرفة بالشكل: f: (0,1) ⟶ (a,b)ولتكن  a< bحيث  a,b ∈ Rلتكن 
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f(x) = a (1-x) + bx 

f  ( باستخدام 0,1وصورة كل فترة مفتوحة في ) شاملةوهي دالة متباينةf  هي فترة

 f(( 0,1( = )الفترة المفتوحة في )a,b( أي أن فترة مفتوحة في )a,bمفتوحة في )

( ولذلك 0,1( هي اتحاد فترات مفتوحة في )0,1ولكن كل مجموعة مفتوحة في )

fالمجموعة المفتوحة في 
-1

(a,b) ( 1( لاحظ الشكل )0,1هي مجموعة مفتوحة في). 
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 البند الثاني

 Connected Spaceالفضاء المتصل 

 :1.2.1مبرهنة 

 -ولوجي، العبارات التالية تكون متكافئة:بت( فضاء x,tليكن )

1- φ  وX  هما فقط المجموعات المغلقة والمفتوحة فيX. 

 .A = Xأو  φ=Aفأن  Fr A = φو  A ⊆ Xاذا كانت  -2

3- X .ليست اتحاد لموجوعتان منفصلتان مفتوحتان غير خاليتان 

4- X .ليست اتحاد لموجوعتان منفصلتان مغلقتان غير خاليتان 

5- X .ليست اتحاد لموجوعتان منفصلتان غير خاليتان 

 :1.2.2ف تعاري

( اذا تحقق اي شرط Connected( يكون متصل )x,t) التبولوجيالفضاء  -1

مجموعة متصلة  Cتسمى  C ⊆ Xاذا كانت  1.2.1)الشروط جميعها( في المبرهنة 

 X ⊆ C الجزئي. اي أن الفضاء الجزئي التبولوجيمتصلة في الفضاء  Cاذا كانت 

مجموعتان  Bو  Aحيث  C = A ∪ Bبالشكل  Cيكون منفصل اذا كان ممكن كتابة 

 .φ  =A ∩ Bمنفصلتان أي 

فضاء متصل اذا كانت المجموعات  Xولوجي، يسمى تب( فضاء x,tليكن ) -2

 .Xو  φهي فقط  Xالجزئية المغلقة والمفتوحة من 

 :1.2.3مبرهنة )القيمة المتوسطة( 

 ran(f)متصل و  ran(f)دالة مستمرة فأن  f: X⟶Rفضاء متصل و  Xاذا كان 

 C ∈ Xفانه توجد نقطة  f(a) < Z < f(b)وكان  a,b∈Xهو فترة فأنه اذا كانت 

 .f(c) = Zبحيث أن 

 :1.2.4مبرهنة 

 Γ = {(x,y) ∈ XxY: y = f(x)}و  f: X⟶Yلتكن 

. اي بصيغة اخرى مخطط fيكافئ المنطلق لـ  fمستمرة، فأن مخطط  fفأذا كانت 

 الدالة المستمرة يكون متصل اذا وفقط اذا كان منطلقها متصل.
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 البرهان:

⟶h: X. لتكن Γيكافئ  Xسنبرهن أن   Γ  معرفة بالشكلh(x)=(x,f(x))  وهي

∩(U × V)ونفترض  a ∈X. لتكن Γالى  Xدالة متباينة من  Γ  مجموعة مفتوحة

. فأنه توجد مجموعة f(a) ∈Vدالة مستمرة و  fبما أن  h(a)=(a,f(a))تحتوي 

                            a ∈ U ∩ O. فأن f (o) ⊆ Vويكون  aتحتوي  Xفي  Oمفتوحة 

∩ h(U∩O) ⊆ (U×V)و  Γ  وعليه تكونh  مستمرة عندa.  اذا كانتU  مجموعة

∩ h(U) = (U×Y)فأن:  Xمفتوحة في  Γ  دالة مفتوحة فيΓ لذلك تكون ،h 

 متكافئة. hمفتوحة لذلك تكون 

 :1.2.5مبرهنة 

≠ Iوكان  Xمجموعة جزئية مفتوحة من   ∝Cو  ∀ ∝ ∋ Iاذا كان  B و    ∀ ∝ ∋

∩ Cβ ≠ φ ∝ C  فأن] I ∈ ∝ :C∝ [ U .تكون مستقلة 

 البرهان:

Iتكون متصلة اذا كانت  φ  =] I ∈ ∝ :C∝ [ Uفأن  φ  =Iاذا كانت  ≠ φ         نأخذ

I ∈ ∝°  وC∝°  مجموعة حيثI ∈ ∝ ∀  و≠ φ C∝° ∩ C∝  وC∝ C∝°  ليستا

 .متصلة I ∈ ∝ :C∝ [ U [( فأن Separatedمنفصلتان )

 :1.2.6نتيجة 

N ∈ n ∀  وCn  مجموعة جزيئية متصلة منX  و≠ φ Cn+1 ∩ Cn  فأنCn 

𝑈𝑛=
 مجموعة مستقلة. ∞

 البرهان

Ck 𝑈𝑘=1لتكن 
𝑛  =An ( تكون 1.2.5ومن المبرهنة )An :متصلة فأن 

φ ≠  𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐴𝑛 ⊆ ⋯  

Cn 𝑈𝑛=1( نحصل على 1.2.5وأيضاً من المبرهنة )
∞  =An 𝑈ℎ=1

 تكون متصلة. ∞

 :1.2.7نتيجة 

 فترة. Iمتصلة اذا وفقط اذا كانت  I. فأن I ⊆ Rلتكن 
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 :1.2.8نتيجة 

N  ∈ n ∀  تكونR
n

 متصلة. 

 البرهان

Rمتصلة، بما أن  Rتكون  1.2.7من النتيجة 
n

ممكن أن تكتب كأتحاد المسارات  

تكون  1.2.5( من خلال نقطة الاصل ومن المبرهنة Rخطية )لكل واحد مكافئ لـ 

R
n

 متصلة.  

 :1.2.9تعريف 

 .Xتسمى نقطة قطع في  Pغير متصل، فأن  X–[P]فضاء متصل أذا كانت  Xلتكن 

 :1.2.10نتيجة 

 X. فأن  x,y ∈ Cxyمع كون  Cxy ⊆ X، يوجد مجموعة متصلة ∀ X ∈ xyلتكن 

 يكون فضاء متصل.

 البرهان

. ومن  a ∈ Xلتكن  X ≠ 𝜑يكون متصل. واذا كان  Xفأن  X = 𝜑اذا كان 

. ومن المبرهنة  y, aتحتوي  Cxyمجموعة متصلة  ∀ X ∈ yالفرض فأن هناك 

 يكون متصل. X = U [ Cay: y∈X]( نحصل على 1.2.5)

 :1.2.11مثال 

Rمجموعة جزئية معدودة من  Cلتكن 
n

R. فأن n ≥ 2حيث  
n
 – C  تكون فضاء

 . ولبيان ذلك:n ≥ 2متصل وهو فضاء لا يحتوي نقاط قطع في حالة 

Rاي نقطتان في  x,yنفرض ان 
n
 – C  نأخذ الخط المستقيمL  العمودي على قطعة

𝑥𝑦̅̅المستقيم  اتحاد قطع المستقيمان          Cp، لتكن ∀ y .L ∈ pو  xالتي تربط  ̅

𝑝𝑦̅̅̅̅ ∪ 𝑥𝑝̅̅ ̅ .Cp  هي اتحاد الفترتين مع نقطة مشتركة بينهما. لذلك تكونCp .متصلة 

pفأذا كانت 
1≠ p  فأنCp

1∩Cp = [x,y]  لذلك اذا كانتZ ∈ C  فأنZ  يجب ان

Pمجموعة جزئية معدودة( فأنه يوجد  C. لذلك )بما أن Cpتكون على احدى 
*∈ L 

x,y ∈ Cp* ⊆ R. فأن  Cp* ∩ C = 𝜑بحيث أن 
n
 – C ( 1.2.10. ومن النتيجة )

R( يتبين ان *Cxy = Cpون ك)مع 
n
 – C  فضاء متصل اي انR

n
 – C  لا تمتلك اي

 نقاط قطع.
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 :1.2.12تعريف 

⟶f: Xاذا كان   Y  تماثل، فأنp  نقطة قطع فيX  اذا كانتf(p)  نقطة قطع فيy .

 ( لها نفس عدد نقاط القطع.hemimorphicلذلك تكون الفضاءات المتكافئة )

 :1.2.13مثال 

R
n

هي نقطة قطع. ومن المثال  p∈R. بما أن كل n ≥ 2اذا كانت  Rلا يكافئ  

Rبين أن  1.2.11
n

Rلذلك  n ≥ 2لا تحتوي نقاط قطع في حالة  
n

 .Rلا يكافئ  

 :1.2.14نتيجة 

Y, t( و )x, tليكن )
1

يكون متصل اذا وفقط اذا  XxYن. فأن يولوجيبت( فضائيين 

 متصل.  Yو  Xكان 

 البرهان

 X = TX [XxY]يكون  𝜑 XxY =فضاء متصل بما أن  XxYنفرض ان  ⟸)

متصل. ونفس الشيء  Xصورة مستمرة لفضاء متصل. لذلك  يكون  Xلذلك يكون 

 متصل.Yيكون 

         ( فيها وa,bفضائيين متصلين ونأخذ أي نقطتين ) Yو  X ننفرض أ (⟹

XxY (c,d)∈  فأنXx[b]  و[C]xY ( يكافئان النقطةc,b ومن مبرهنة )1.2.5 

 (c,d)و ( a,bتحتوي كلاً من ) ةمتصلمجموعة  C=(Xx[b]) ∪ ([C]xY)يكون 

 فضاء متصل. XxYيكون  1.2.10ومن النتيجة 

 :1.2.15مبرهنة 

ليستا  Cو  ∝C، ∝ولكل  Xمجاميع جزئية متصلة من  ∝ ∋ Iحيث  ∝Cو  Cلتكن 

∪S = Cفأن(. Separated)منفصلتان  𝑈∝𝐶∝   .مجموعة متصلة 

 :1.2.16نتيجة 

 متصلة.  Aفأن  C ⊆ A ⊆ CL(c)متصلة. اذا كانت  C⊆Xلتكن 

 البرهان

تكون  1.2.15( ومن المبرهنة Separatedليستا منفصلتان ) Cو  a ∈ A،[a]لتكن 

A= C ∪ U {[a]: a ∈ A} .مجموعة متصلة 
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 الفصل الثاني

 البند الاول

 المتصلبعض الخواص للمسار 

Some Properties of path Connected 

 :2.1.1قضية 

 يكون فضاء متصل. Xمسار متصل فأن  Xفأذا كانت  تبولوجيفضاء  Xليكن  

 البرهان

مسار متصل وليس متصل. فأنه توجد مجموعتان منفصلتان مفتوحتان  Xنفرض أن 

فأنه  G1 ≠[ ] ≠G2. بما أن  G2 ∪ G1  =xبحيث أن  G2و  G1غير خاليتان هما 

هي مجموعات منفصلة لذلك  G2و  G1المجموعات كذلك  y∈G2و  x ∈ G1توجد 

x ≠ y  بما أن .X  مسار متصل . فانه يوجد مسارf: [0,1] → X  أن بحيث

f(0)=x  وf(1)=y بما ان .f  مستمرة يكونf
-1

(G1)  وf
-1

(G2)  مجموعتان

fيكون  [ ] = G1∩ G2. وبما أن [0,1]مفتوحتان في 
-1

(G2) ∩ f
-1

(G1) 

fيجب أن يكون  G2 ∪ G1=Xمجموعتان خاليتان ولكن 
-1

(G2) ∪ f
-1

(G1) =

 ليست متصلة وهذا تناقض. [0,1]لذلك يكون  [0,1]

 :2.1.2ملاحظة 

 ، لأن: Homeomorphic [0,1]لا يكون مع  [0,1)و  (0,1)الفضاءات 

و  (0,1)و  Rفضاء متراص لأنه مغلق وهو فضاء جزئي مغلق من  [0,1]بما أن 

دالة مستمرة  fفضاء متراص و  Xليس متراص لانهما ليسا مغلقتان وبما أن  [0,1)

أو  [0,1)مع  Homeomorphicلا يكون  [0,1]يكون متراص لذلك  f(x). فأن 

نفرض أنه يوجد  Homeomorphicليست  [0,1]و  (0,1)ولبيان أن  (0,1)مع 

a = fونفرض أن  Homeomorphism f: (0,1) → [0,1]تماثل 
-1

فأنه توجد  (1)

a  وحيدة لأنf .متقابلة 

هي تماثل  gالدالة  gض القصر بالدالة وونع (0,a) ∪( a,1على ) fنأخذ قصر الدالة 

   القصر لدالة مستمرة لذلك تكونهي تمثل  gوبما أن  (0,1)مع  (0,a) ∪( a,1لـ )

g
-1

 (0,1)و (0,a) ∪( a,1. ولكن لا تكون )مثل قصر لدالة المستمرةتايضاً  
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Homeomorphic  لأن اول فضاء ليس متصل والثاني متصل وهذا يتناقض مع

 حقيقة خاصية الحفاظ على الاتصال.

 : 2.1.3قضية 

Sلتكن 
1
 = { x ∈ R

2
 = ||x||2 2)}  ولتكنf: S

1⟶  R      دالة مستمرة فأنه يوجد

n ∈S
1

 . f(x) = f(-x)بحيث أن   

 البرهان

n ∈Sنفرض أنه لا توجد 
1

Sفيكون لدينا   
1

 ∈ x ∀  يكونf(x) ≠ f(-x)  نأخذ .

الدالة 
𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)

|𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)|
  =g(x)  بما أنهf(x) ≠ f(-x)  لذلكf(x) − f(-x) ≠ 0  لذلك

Sنلاحظ أن  fدالة مستمرة من خلال الاستمرارية لـ  gتكون 
1

 ∈ x ∀ يكون       

g(x) = ± 1 . 

Sدالة مستمرة و  gوبما أن 
1

Sفضاء متصل لذلك يكون ) 
1

 )g  متصل . ويكون أما

S
1

 ∈ x ∀  يكونg(x) = 1  أوS
1

 ∈ x ∀  يكونg(x) = -1    لذلك يكون لدينا أما

x ∀  يكونf(x) >f(-x)  أوx ∀  يكون f(n) <f(-x) ولكن عندها سيكون 

F(-(-x)) = f(x) > f(-x) > f(-(-x)) = f(x) 

Sوهذا تناقض . لذلك يجب ان تكون 
1

 ∈ x  بحيثf(x) = f(-x). 

 :2.1.4مبرهنة 

 يكون مسار متصل. xY Xمسارات متصلة فأن  Yو  Xاذا كان 

 البرهان

مسارات متصلة فأنه  Yو X بما أن .xY Xنقاط في  (X2,y2)( و X1,y1)لتكن 

⟶f1:[0,1]يوجد مسارات  X وf2:[0,1]⟶ y  بحيث أنf1(0)= x1 وf1(1) =y2 

 .  f2(1) = y2و  f2(0) = y1و 

عندها  g(s) = (f1(s) , f2(s)) بالشكل:  g: [0,1] ⟶ X xY تعرف دالة جديدة 

محتواه في  gبما أن الصورة لـ .  g(1) = (X2,y2)و  g(0) = (x1, y1)يكون لدينا 

XxY  نبرهن أن ، بقي أنg .[0,1]نأخذ  دالة مستمرة ∈ 𝑆°  ونفرضG  هو اي

مجموعة  ∧و  ∝Y ⊆ 𝑈و  ∝X ⊆ 𝑈حيث 𝑈∝∈∧𝑈∝𝑥𝑉∝  =Gفأن  g(𝑆°)جدار لـ 

f1ونأخذ  𝑈∝∘𝑥𝑉∝∘ ∈ g(𝑆°)بحيث ان  ∘∝ ∋ ∧الدليل . نختار 
−1(𝑈∝∘)  ،
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f2
−1(𝑈∝∘)  وبما أنf2, f1  دوال مستمرة وتلك المجموعات مفتوحة وتحوي𝑆°  لذلك

f1
−1(𝑈∝∘) ∩ f2

−1 (𝑉∝∘)   تحوي  [0,1]مجموعات جزئية فتوحة في𝑆°  فنحصل

⊇على 𝑈∝∘ 𝑥𝑉∝∘ ⊆ 𝐺  g (f1
−1(𝑈∝∘)  ∩ f2

−1 (𝑉∝∘))  لذلك تكونg .مستمرة 

 :2.1.5ملاحظة 

مسار  A̅بالضرورة أن يكون مسار متصل فليس  Aكانت  فاذا.  X ⊆ Aاذا كانت 

 متصل. 

) x ∈ (0,1]} A = { (x, sin ; (/ لتكن  مثال
1

𝑥
 بما أن  

A̅ = (x, sin (
1

𝑥
) , x ∈ (0,1]} ∪ [0] X [-1,1] 

لا تكون مسار متصل وعليه لا توجد طريقة للحصول على  A̅مسار متصل لكن  Aو 

) sinبينما  Aلنقطة في  X [-1,1] [0]نقطة في 
1

𝑥
من المرات  ما لا نهايةيتذبذب  (

 . x = 0عندما يقترب من 

 :2.1.6ملاحظة 

 f(X)دالة فليس بالضرورة أم يكون  f: X → yمسار متصل وكانت  Xاذا كان 

 مسار متصل. 

 :2.1.7مثال 

 f(X)=  [0,1]فأن  x ∀ f(n) = 1 ∋ [0,1)و  f(0) = 0و  X = y = [0,1]ليكن 

 .[0,1]وهو لا يمثل مسار متصل كفضاء جزئي من 

 :2.1.8مبرهنة 

 ∧∋∝∩ ∝Aفأن  ∧∋∝∩ ∝A ≠ }    {و  X̅ ⊆ ∝ A           ∀ ∝ ∧ ∋اذا كان 

 يكون مسار متصل.

 البرهان

     و A ∈ x 1∝بحيث أن  2∝و  1∝ ∋ ∩فأنه توجد  ∋ X, y ∧∋∝∩ ∝∧لتكن 

∝2 A ∈ y  ولأن  1∝=  2∝. اذا كانتA∝1 مسار متصل نلاحظ                   

{} ≠ A∝ ∩∝∈∧  وهذا يعطينا .A∝2 ∩ A∝1 ∈ 𝑛∘  بما أنA∝1  . مسار متصل

   𝑥1 ( =0)f1و   𝑥∘ ( =1)f1بحيث أن   f1 = [0,1] ⟶ A∝1فأنه يوجد مسار
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      ،  f2(1) = yبحيث أن  f2 = [0,1] ⟶ A∝2وبطريقة مشابهه يوجد مسار 

f2(0) = 𝑥∘    لذلك ينشأ لدينا المسارA∝ ∩∝∈∧ [0,1] ⟶ =f . 

 ويعرف بالشكل

f(n) = {
𝑓1(2𝑥)           𝑖𝑓 𝑥 ∈ [0,

1

2
]

𝑓2(2𝑥 − 1)       𝑖𝑓 𝑥 ∈ [
1

2
, 0]

 

 مسار متصل. ∧∋∝A∝ Uمستمرة . لذلك يكون  fالدالة 

 :2.1.9ملاحظة 

في بعض الاحيان يكون المسار المتصل والاتصال متكافئان وكمثال عن ذلك 

فترة اذا وفقط اذا كانت  Iتكون متصلة اذا وفقط اذا كانت  I ⊆ Rالمجموعة الجزئية 

I ( لا يصلح لاحظ المثال 2.1.8مسار متصل. ولكن عموماً المعكوسة للمبرهنة )

 التالي:

 :2.1.10مثال 

} = f(x)لتكن  
sin

𝜋

𝑥
    0 < 𝑥 ≤ 1

0                   𝑥 = 0
)fفأن  

1

𝑛
 ) = 0  n ∈N  والمخطط يتذبذب

 , 1اكثر وبسرعة اكثر بين 
-
0وعندما  1

+
 → x ( 3. جزء من المخطط في الشكل.) 

 

 

 (3شكل )       

.  g = f| [0,1]ليكن مخطط قصر الدالة  X = 0دالة ليست مستمرة عند  fحيث 

مكافأ  fفأن ( 1.2.4دالة مستمرة وحسب المبرهنة ) gوبما أن 

(Homeomorphic الى )(لذلك يكون  [0,1f                                      متصل ولأن

CIF = F∪([0] X [-1,1] ) ( يكون 1.2.6ومن النتيجة )F ∪ A  متصل لأي

 fومخطط  Ff = F ∪{(0,0)}. وعموماً   A ⊂{ [0] X [-1,1] }مجموعة 

من  Γ𝑓ليست مسار متصل ولبيان ذلك سندعي انه لا يوجد مسار  Γ𝑓متصل ولكن 

ليس مسار متصل . نفرض بالتناقض بأن                هبرهن أنن( و1,0( الى )0,0)

h: [0,1] ⟶ Γ𝑓  

X 

y 
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وتكتب                          t ∈ [0,1]( بالنسبة لـ 1,0( الى )0,0هو مخطط من )

h(t) = (h1(t) , h2(t)) ∈  Γ𝑓    ولأن ،h  مسار متصل فأنh2, h1  مستمرتان وبما

𝛿1مستمرة ، لذلك ممكن أم نختار  hفضاء متراص،  [0,1]أن   بحيث أن  0<

|u-v| < 𝛿1 ⟹ d (h (u) , h(v) ) < 1 → | h2 (v) – h2 (v) | < 1 

hفيكون 
-1

t* = suph. لتكن  0 ∋ (0,0) 
-1

وبما أن      .  t*<1 ≥ 0فأن  (0,0) 

h
-1

hمجموعة مغلقة لذلك  (0,0) 
-1

 (0,0) t*∈  وh(t*) = (0,0)  ممكن ان

𝛿لنقطة الاصل. نختار  hهي اصغر وقت يقترب فيه المسار  *tأن نتصور  < 𝛿1 

t*< t* +δ≥0موجبة بحيث أن   h1(t* + 𝛿 ) >0و  h1(t*) = 0وبما أن .  1 >

≥h1(t*) = 0بحيث  Nممكن أن نختار عدد موجب 
2

𝑁+1
<

2

𝑁
<h1(t* + 𝛿 )      

 h1(u)حيث u,v ∈ (t*, t* + 𝛿)ومن مبرهنة القيمة المتوسطة، توجد نقطتان 
2

𝑁+1
 

 h1(v)و
2

𝑁
 h2(v) = sinفأن  

𝑁𝜋

2
,  h2(u) sin 

(𝑁+1)𝜋

2
 h2(u)–h2(v)| =1|لذلك   

> |u – v|وهذا تناقض لأن 𝛿 < 𝛿1   ولذلك|h2(u)–h2(v)| <1 . 
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 الثانيبند ال

 المتصل والمسار المتصل الموضعي المسار

Path Connected and Locally path Connected 

 :2.2.1تعريف 

المسار يبدأ من نقطة  f: [0,1] →Xتطبيق المستمر الهو  X( في pathالمسار )

 f(1)( terminal pointونهايته عند نقطة النهاية ) f(0) (initial point)البداية 

 . f(1)الى  f(0)مسار من  fنقول أن 

 

 

 ( 4شكل )

 :2.2.2تعريف 

،  x,y ∈Xمن النقاط يسمى مسار متصل اذا كان لأي زوج  X تبولوجيالفضاء ال

 . Xفي  yالى النقطة  xيوجد مسار من النقطة 

 Xفي  yو  xمتصل ، اذا كان لأي زوج من النقاط متزن قوس  Xملاحظة/ يسمى 

 fمثل هذا المسار  f(0) = nو  f(1) = yمعرف بالشكل  f: [0,1] →Xيوجد تماثل 

 .yالى  xيسمى قوى من 

 : 2.2.3تعريف 

 -( يسمى:x,tالفضاء )

 x ∈X( اذا كان لأي نقطة Locally Connected) أو محلي متصل موضعي -1

  x∈ u⊆ Nبحيث أن uتوجد مجموعة مفتوحة متصلة  xكنقطة  Nار وولأي نقطة ج

( اذا كان لأي نقطة        Locally path Connectedمسار متصل موضعي ) -2

x∈X  ولأي جوارN  لنقطةx  متصلة مفتوحة يوجد مسار مجموعةu  بحيث أنx∈ 

u⊆ N 

 

 

X 

y 
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 : 2.2.4ملاحظة 

ممكن ان يربطان بمسار في  Uمسار متصل نعني به أن أي نقطتين في  uنقول أن 

U  و المسار المتصل المحلي يعني أن النقاط القريبة ممكن ان تربط بمسارات .

 قصيرة.

 :2.2.5مثال 

R
n

 فضاء متصل وهو ايضاً فضاء متصل محلي وفضاء مسار متصل محلي. 

 :2.2.6مبرهنة 

فأنه يوجد  cالى  bمسار من  gو  bالى  aمن  X̅مسار في الفضاء  fنفرض أن 

 .cالى  aمن  X̅في  hمسار 

 البرهان:

لذلك ممكن أن نربط المسارين النهاية بالنهاية لنحصل  gتنتهي عند بداية  fبما أن 

 [0,1]هي الدالة بالمنطلق  h. ومن التعريف سيكون المسار cالى  aعلى مسار من 

 نربط النقاط. hوللحصول على 

 

 

 (5شكل رقم )

} = h(t)بالشكل h: [0,1] →Xونعرف 
𝑓(2𝑡)      0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

𝑔(2𝑡 − 1)       
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

 fوبما أن  

 مستمرة. hمسارات أي أنها مستمرة لذلك تكون  gو 

  :2.2.7مبرهنة 

 .مسار متصل X̅فضاء متصل ومسار متصل محلي أو ) موضعي ( فأن  X̅اذا كان 

 البرهان 

= X كاناذا  𝜑 لـ بالنسبة a ∈ X  لتكنC ={x∈X:∃ path in X from a to x} 

≠ Cفأن  𝑝  لأنa ∈ C  سنبرهن انC = X ؟ 

c g 

f 
a 

b 
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. نختار مجموعة مسار متصل  xالى  aمن  Xمسار في  fلتكن  x ∈ Cنفرض 

. من  yالى  xمن  Uفي  g، يوجد مسار y ∈ U.لأي نقطة  xتحتوي  Uمفتوحة 

. لذلك  y ∈ C، تكون yالى  aمن  Xفي  h. يوجد مسار (2.2.6)المبرهنة 

x∈U⊆C  وعليهC .تكون مجموعة مفتوحة 

. اذا كانت        xتحتوي  Uونختار مجموعة مسار متصل مفتوحة  x ∉ Cنفرض 

y ∈ U  فأنه يوجد مسار ،g  فيU  منy  الىx  لذلك لا يمكن أن يوجد مسار في .

X  منa  الىy سيكون المسار هو  (2.2.6) . او عدا ذلك من المبرهنةh  منa  الى

x  فيC  و .y ∉ C  لذلك يكونx ∈U ⊆ X – C  فيكونC  مجموعة مغلقة وعليه

 مغلقة مفتوحة. Cتكون 

 C = Xفأن ( clopenمجموعة غير خالية مغلقة مفتوحة ) Cمتصل و  Xبما أن 

 مسار متصل. Xلذلك يكون 

 :2.2.8قضية 

Rفي  Oالمجموعة المفتوحة المتصلة 
n

 تكون مسار متصل. 

 البرهان

 = x∈into Nفأن  Oفي  xنقطة لأي جوار  Nفأذا كانت  x ∉ Oنفرض أن 

U⊆O  وبما أنO  مفتوحة فيR
n

ايضاً  U، فأن Oمجموعة مفتوحة في  Uو  

Rمفتوحة في 
n 

أي  𝐵𝜀(x)وبما أن  𝐵𝜀 (x) ⊆ U ⊆ Nبحيث أن  <∋ 0لذلك يوجد 

Rكرة في 
n

مسار متصل موضعي )محلي(  Uتمثل مسار مستقل . لذلك تكون فهي  

 مسار متصل. Oتكون  ( 2.2.7) ومن المبرهنة
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 البند الثالث

 مسار التركيبات والمسار المتصل

Path Components and Path Connected 

 :2.3.1تعريف 

  هو أكبر فضاء جزئي متصل. Xللفضاء  C( Componentالتركيب ) -1

 C⊆ D ⊆ Xمتصلة وكانت  Cالفضاء الجزئي المتصل الأعظم يعني اذا كانت  -2

 .C = Dمتصلة فأن  Dحيث 

 :2.3.2مبرهنة 

منفصلة وكل مركبة هي  Xهو اتحاد لمركباته . مركبات مختلفة من  Xليكن 

 مجموعة مغلقة لهذا تكون متصلة.

 البرهان

متصلة وحسب  Cpو  Cp ⊆CL(Cp)مغلقة وبما أن  Cpكل مركبة  نسنبرهن أ

 .C = CL(Cp)فضاء اعظم متصل جزئي فأن  Cومن كون  1.2.16نتيجة 

 :2.3.3ملاحظة 

 ( لها نفس عد المركبات.homeomorphic spacesالفضاءات المتكافئة )

 :2.3.4امثلة 

يمتلك ثلاث مركبات  X. نلاحظ أن  X = [1,2] ∪ [3,4] ∪ [5,6] ⊆ Rليكن  -1

مركبة  C. اذا كانت  Cp = [0,1]يكون  p≤1≥0لكل  [1,2] ,[3,4] ,[5,6]هي: 

هي اتحاد لمركبات  X – Cلها فقط عدد منتهي من المركبات فأن  Xفي الفضاء 

 (.clopenمغلقة مفتوحة ) Cمغلقة أخرى منتهية لذلك تكون 

Rفي  -2
2

 X= 𝑈𝑛=1
2 𝐵1

4

(𝑛, 𝑈𝑛=1لا تكافئ   (0
3 𝐵1

4

(𝑛, 0)  =y  لأنX  له

 ثلاث مركبات. Yمركبتان بينما لـ 

Rفي  Yو  Xالمجموعتان  -3
2

 Xحيث  Pيحتوي نقطة قطع  Xليستا متكافئتان لأن  

– [p]  له ثلاث مركبات بينماy .لا يحتوي أي نقطة قطع كما موضح بالرسم 
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 (6شكل )

 :2.3.5تعريف 

اذا وجد فضاء جزئي  x~yتعرف بـ  Xعلاقة تكافؤ على (  ~و ) فضاء  Xليكن 

( equivalence relation( علاقة تكافؤ )~فأن ) x,y ∈ Aحيث  A⊆Xمتصل 

  .Xوصفوف التكافؤ تسمى مركبات متصلة لفضاء 

 :2.3.6مبرهنة 

تقع في احدى المركبات المتصلة  Zفضاء جزئي متصل. فأن  Z⊆Xليكن  -1

 .Xللفضاء 

⊇Cكل مركبة متصلة  -2 �̅� .تكون متصلة 

 :2.3.7تعريف 

 ~فأن  yالى  xاذا وجد مسار من  n~yمعرفة بالشكل  X( علاقة على ~لتكن )

( وصفوف التكافؤ تسمى مركبات المسار equivalence relationعلاقة تكافؤ )

 .Xللفضاء 

اذا وفقط اذا وجد مسار            yالى  xمن  𝛿 = [a,b]→Xنلاحظ أنه يوجد مسار 

𝛿 = [0,1]→X  منx  الىy  وكمثال𝛿 (t) = 𝛿 (a+t (b –a) ) . 

 :2.3.8ملاحظة 

 برهان ذلك:ل( علاقة تكافؤ ~)

المعرف بـ  𝛿 = [0,1]→X(: المسار الثابت reflexivityنبرهن انها انعكاسية ) -1

𝛿 (t) = n  لكلt  ∈ [0,1]  هو دالة مستمرة لذلكx ~ x . 

أي انه يوجد مسار  x~y(: نفرض Symmetryنبرهن أنها متناظرة ) -2

𝛿=[0,1]→X  مع نقاط النهايات𝛿 (0) = x  و𝛿 (1) = y  فأن𝛿=[0,1]→X 

لـ     هو تماثل  t→1 – tيكون مستمر لأن  𝛿 (1 - t)  =𝛿(t)المعرف بالشكل 

P 

X 

Y 
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 𝛿 (0) = x  =𝛿(1)و  𝛿 (1) = y  =𝛿(0)له نقاط النهاية  𝛿و [0,1]  ← [0,1]

 . y ~ xفأن 

 ( :Transitivityنبرهن أنها متعدية ) -3

 yالى  xمن  β: [0,1] → X ,∝أي انه يوجد مسارات  y ~ Zو  x ~ yنفرض 

 بالشكل: βو  ∝تعرف مسار للمسارات  zالى  yومن 

(∝ β) (t)2 {
∝ (2t)      if 0 ≤ t ≤

1

2

β (2 (t −  
1

2
 )     if 

1

2
≤ t ≤ 1

 

𝑡بالنسبة لـ  =  
1

2
  y = β (0) = (1) ∝يكون  

,0]لأن القصر لمجموعات جزئية مغلقة يكون مستمر  β *∝توضيح اكثر 
1

2
و  [

[
1

2
]تكون مستمرة فيصبح  [1,

1

2
,1] ∪ [0,

1

2
يمتلك نقاط  β *∝أخيراً  [0,1]=  [

وهذا يبرهن أن     z  =(1) β  =(1) (∝* β)( و β *∝) n  =(0) ∝  =(0)نهاية 

x ~ z  

 : 2.3.9نتيجة 

أو بكلمات أخرى كل  Xيحتوي مركبة متصلة من  Xكل مسار مركب للفضاء 

 مركبة متصلة )منفصلة( هي اتحاد مركبات مسار .

 البرهان

فأن كل من النقطتان  𝛿 = [a,b]→Xمتصلتان بمسار  yو  xاذا كانت النقطتان 

 . 𝛿 = [a,b]⊆Xتكونان تقعان في الفضاء الجزئي المتصل 

 :2.3.10نتيجة 

 .Xتقع في مركبة مسار واحدة لـ  Zفضاء مسار متصل جزئي فأن  X Z⊇ليكن  -1

 تكون مسار متصل. X C⊇كل مركبة مسار  -2
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 لمستخلصا

 

درسنا في بحثنا هذا المسار المتصل والمسار المتصل الموضعي والفضاء 

المتصل والفضاء المتصل المحلي ووجدنا أن كل مسار متصل هو فضاء متصل 

Rوليس كل فضاء متصل ومسار متصل محلي يكون مسار متصل وأن 
n  هو فضاء

Rمتصل وأن المجموعة المفتوحة المتصلة في 
n

جد تكون مسار متصل وأنه تو 

 علاقة تكافؤ على المسار المتصلة.
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