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УДК 517.9

ОБ ОДНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧЕ  
БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ

М.Н. НЕБОЛЬСИНА, ГИМ МЕТХАК ХАМЗА ГИМ

ФГБОУ ВПО «Воронежский государственный университет», г. Воронеж

В практических исследованиях при описании переходных процессов, начавшихся так давно, 
что начальные данные не сказываются на поведении решения, рассматриваются так называемые 
задачи без начальных данных. К ним, в частности, относятся рассматриваемые здесь задачи.

При 0,),( ≥∞+∞−∈ xt , ставятся задачи отыскания решения уравнения 
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 и краевые условия 
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где ],[ ∞+∞−∈Cq . Здесь ],[ ∞+∞−C  – банахово пространство равномерно непрерывных и ограниченных 
на ),( ∞+∞−  функций с нормой |)(|sup ),( tqtC ∞+∞−∈=q . Здесь v – доля объема проточных зон, γ – 
константа массообмена между проточными и застойными зонами, a – коэффициент пьезопроводи-
мости.

Требуется найти градиент давления у границы области 
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Ниже доказывается следующая теорема.
Теорема. Задача 1–2 имеет единственное решение, которое представимо в виде: 
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где )(1 zI – функция Бесселя первого рода. При этом справедливы оценки:
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Доказательство.
Здесь мы используем довольно общий метод С.Г. Крейна решения краевых задач для уравне-

ний эллиптического типа в банаховом пространстве [4, с. 322]. Аналогичные исследования с при-
менением теории полугрупп проводились в [3–5].

При таком подходе систему 1–2 запишем в операторной форме: 
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где оператор A задается интегро-дифференциальным выражением pa
L1

 
и областью определения: 
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],[ ∞∞−C  – пространство равномерно непрерывных и ограниченных на ],[ ∞∞−  функций с нормой 
|)(|sup= ),( tut ∞∞−∈u . Тогда, если для оператора A определен оператор A , то решение задачи 4–5 

по теореме С.Г. Крейна [4, с. 323] имеет вид: 

,),(=)( qAxUxp −  (7)

где ),( AxU −  – сильно непрерывная в ],[ ∞∞−C  полугруппа линейных преобразований с генерато-
ром A− .

И задача вычисления функции )(tϕ  сводится к вычислению 
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Таким образом, для получения решений задач 1–2 и 3 необходимо построить оператор 2
1

A  и 
полугруппу ),( AxU − , имеющую, в силу [3], представление: 
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где ),( AxU −  – сильно непрерывная полугруппа с генератором –A.
Оператор A представим в виде суммы A =  A1 + A2, где оператор A1 задается дифференциаль-

ным выражением 
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и областью определения },{=)( ],[1],[1 ∞∞−∞∞− ∈∈ CulCuAD . Оператор A2 зададим интегральным опе-
ратором 
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Нетрудно видеть, что оператор A2 ограничен в ],[ ∞∞−C  в силу очевидной оценки 
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Заметим, что операторы A1 и A2 коммутируют на D(A1). Это следует из легко проверяемого ра-
венства: 

.)(=)( )()( sdsue
td

dsdsue tsttst −

∞−

−

∞− ∫∫ ′ γγ  (13)

Полугруппа ),( 1AxU −  с генератором A1 имеет вид: 
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Отсюда следует равенство: 
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Далее для получения представления полугруппы ),( 2AxU −  воспользуемся рядом: 
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где: 
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I – тождественный оператор.
Это дает оценку: 
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Оценивая полугруппу 16, используя 17, получаем оценку: 

.=
!

)1(),(
)1(

0=
2 ue

n
x

a
uuAxU

x
a
vnn

n

n

γγν −∞ −
≤− ∑  (19)

Теперь нетрудно видеть, что из 15 и 19 следует оценка: 
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Далее, пользуясь 17 в 16, получаем представление: 
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Здесь мы воспользовались соответствующим представлением функции Бесселя I1(z) первого 

рода [6, с. 642].
Теперь, пользуясь 14, получаем выражение для композиции полугрупп: 
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Используя 18 в 8 получаем представление для градиента решения задачи 1–2 
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В последнем равенстве учтено условие q(0) = 0. Из 22, 19 и 15, в частности для )(ADq∈  сле-
дует оценка: 
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